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Streszczenie

W pracy rozpatrujemy statyczng i dynamiczng gospodarke z indywidualng podaza wydatkéw na
dobro publiczne. Celami pracy sg: podanie warunkéw wystarczajacych do istnienia réwnowagi
Nasha gry opisujacej takie gospodarki oraz charakterystyka struktury zbioru tych réwnowag dla
ogolnych funkcji produkcji dobra publicznego.

Metody uzyte w pracy opierajg sig na wynikach optymalizacji funkcji super- i submodular-
nych (Topkis 1995) i sa uogélnieniem szerszej klasy agregatéw metod uzytych w pracach: Amir,
Lambson (2000) oraz Sundaram (1989a).
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1. Wstep

Rozpatrzmy gospodarke z indywidualng podaza wydatkéw na dobro publiczne. Najczesciej spo-
tykanym w literaturze opisem takiej gospodarki (por. Bergstrom, Blume, Varian 1986) jest model
niekooperacyjnej gry w postaci strategicznej pomiedzy skoniczong liczba graczy, z ktérych kazdy
wybiera strategie maksymalizujace uzyteczno$é¢ z konsumpcji jednego dobra prywatnego i jedne-
go dobra publicznego produkowanego przez agregat zadany w postaci sumy indywidualnych na-
ktadéw na dobro publiczne. Okreslajgc dynamike dobra publicznego, analogicznie opisuje sig tak-
ze dynamiczng gospodarke z indywidualng podaza dobra publicznego. Podkreslmy, ze zalozenie
o funkcji produkcji (agregacie) w postaci sumy oznacza doskonata substytucyjnosé¢ naktadéw i jest
stosowane gléwnie wéwczas, gdy naklady poszczegélnych podmiotéw na produkcje dobra publicz-
nego da sig przedstawi¢ za pomocg jednostek pienigznych.

Celami niniejszej pracy sa: podanie warunkéw wystarczajacych do istnienia réwnowagi Nasha
gry opisujacej statyczna i dynamiczna gospodarke z indywidualng podaza dobra publicznego oraz
charakterystyka struktury zbioru tych réwnowag bez odwolywania sig do zalozenia o agrega-
cie w postaci sumy nakladéw. Aby osiagnaé te cele, wykorzystamy wlasnosci komplementarno-
§ci i substytucyjnosci (Samuelson 1974) preferencji oraz funkcji produkcji (agregacji) dobra pub-
licznego, powodujacych powstawanie ich strategicznych odpowiednikéw (Bulow, Geanakoplos,
Klemperer 1985).

Zauwazmy, ze przyjmowane zalozenia o monotonicznoéci funkcji produkcji dobra publiczne-
go (agregatu) i preferencji powoduja, iz substytucyjnosc¢ strategii jest niejako wpisana w strukture
analizowanej gospodarki. Poza wypadkiem silnej komplementarno$ci naktadéw w funkcji produk-
cji dobra publicznego zachodzi bowiem nastepujgca prawidlowos$é: im wiecej inni gracze przezna-
czaja na wspélny agregat, tym wyzsza jest uzyteczno$¢ danego gracza, a wigc tym bardziej moze
byé ostabiona jego sktonnoéé do analogicznego zachowania. Z tego powodu w pracy skoncentru-
jemy sie na gospodarkach ze strategiczng substytucyjnoscia, modelujac je za pomoca gier (quasi-)
submodularnych.

Ze wzgledu na brak symetrycznych wynikéw co do punktéw statych dla odwzorowan rosna-
cych i malejacych dotychczasowe wyniki (dotyczace istnienia i struktury zbioru réwnowag) dla
gier ze strategiczng substytucyjnoscia nie sg tak bogate jak dla gier ze strategiczng komplementar-
noécig. Analize gry ze strategiczng substytucyjnoscig zawiera np. artykut: Dubey, Haimanko i Za-
pechelnyuka (2006), a gry z agregatami publicznymi — teksty Kukushkina (1994a, 1994b). Twier-
dzenia przedstawione w niniejszej pracy wpisuja sig wiec w te literature i mozna je interpretowac
jako dalsza probe wypelniania luki pomiedzy wynikami dla gier ze strategiczng substytucyjnoscig
oraz z komplementarnoscia.

Pozostata cze$¢ pracy jest zorganizowana w nastepujacy sposob: w czesci drugiej przedstawia-
my geneze problemu i budujemy intuicje odnos$nie do dalszych wynikéw. W czesci trzeciej oma-
wiamy wyniki literatury z tego zakresu, w cze$ci czwartej przedstawiamy najwazniejsze wyniki
dla gospodarki statycznej, a w czesci piatej analogiczne dla gospodarki dynamiczne;j. Prace koricza
wnioski, bibliografia oraz aneks zawierajacy dowody twierdzen.
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2. Geneza problemu

Zanim szczegélowo oméwimy wyniki pracy, przedstawimy geneze analizowanego zagadnienia
oraz uzasadnimy wybor problematyki przeprowadzonych badan. W celu sprecyzowania rozwazan
jako przyktad dobra publicznego przyjmiemy jakos$¢ srodowiska naturalnego.

Rozpatrzmy wypadek Robinsona, ktéry czerpie uzyteczno$é z konsumpcji oraz jakosci §ro-
dowiska naturalnego, w ktérym zyje. Konsumpcja zwiegksza uzytecznosé, ale takze poziom za-
nieczyszczen (bezposrednio oraz posrednio przez produkcje débr konsumpcyjnych). Posiadane
zasoby (czas, majatek) Robinson moze przeznaczy¢ na produkcje débr konsumpcyjnych albo na
poprawe jakoSci §rodowiska (np. redukcje zanieczyszczen). W dalszej czeéci rozpatrzymy tylko
wypadek, w ktérym jakos¢ Srodowiska nie jest satysfakcjonujaca (np. na skutek wtasnych badz
cudzych decyzji o poziomie produkcji oraz konsumpcji). Sytuacja komplikuje sig, gdy na wyspie
Robinsona pojawiajg sie inne osoby. Wtedy ujawnia sie bowiem, Ze srodowisko naturalne jest do-
brem publicznym, wywotujacym efekty zewnetrzne. W tej sytuacji decyzje Robinsona co do poda-
zy naktadéw na oczyszczanie srodowiska sa strategicznie uwarunkowane decyzjami pozostatych
mieszkaficow wyspy. Ze wzgledu na publiczny charakter dobra, jakim jest jako$é srodowiska, ana-
lizowana sytuacja prawdopodobnie (poza wypadkiem silnej komplementarnosci naktadéw w tech-
nologii oczyszczania §rodowiska) charakteryzuje sig strategiczng substytucyjnoscia, tzn. naktady
poszczegblnych podmiotéw na ochrone srodowiska sg substytucyjne wzgledem siebie. Im wigcej
zatem inni mieszkancy wyspy przeznaczajg na ochrone $rodowiska, tym mniej nakladéw prze-
znacza Robinson, optymalnie reagujac na te zachowania. Interesujace jest wigc zagadnienie ist-
nienia oraz charakterystyki réwnowagi gospodarki w przypadku takich interakcji. Dodatkowo, ze
wzgledu na mozliwo$¢ wystepowania wielu omawianych réwnowag uzasadniona jest takze préba
ich rozréznienia i poréwnania. Zasadne jest postawienie pytania: jak wspétzalezne decyzje wy-
nikajace z preferencji, oczekiwan czy schematéw zachowan beda determinowaly ewolucje jakosci
srodowiska na analizowanej wyspie. Inaczej: do jakiego stanu bedzie zmierza¢ sytuacja na wyspie
w dlugim okresie przy uwzglednieniu wspétzaleznych zachowan podmiotéw? Pytania te ujawnia-
ja swoja wage, jezeli uwzglednimy trzy kwestie: (1) dzisiejsze decyzje wplywajace na jako$é sro-
dowiska mogg ujawni¢ swojg wage dopiero po diugim czasie, (2) nawet niewielkie zaburzenia sy-
stemu moga w diugim okresie wytraci¢ go ze stanu ustalonego i powodowaé dalekosigzne skutki,
(3) czes¢ proceséw powodujacych zmiany jakosci srodowiska moze mie¢ charakter nieodwracalny.

Wyniki badan biologicznych i ekologicznych wskazuja, ze zaréwno nagromadzenie zanie-
czyszczen poszczegbélnych podmiotéw, jak izmiany poziomu zanieczyszczen w Srodowi-
sku mogg byé wysoce skomplikowane, w szczegblnosci nieaddytywne i nieliniowe (por. np.
Scheffer 1997). Z tego wzgledu, jak réwniez z powodu tego, ze wcigz nie wszystkie agregaty
i dynamiki poziomu zanieczyszczen w Srodowisku sg dobrze opisane, nie mozemy sie ograni-
czy¢ do agregatéow zadanych w postaci sumy naktadéw oraz jedynie linowych dynamik aku-
mulacji - por. prace: Arrowa, Brocka, Dasgupty, Maelera, np. Dasgupta, Maeler (2003). Z tych
powodéw zasadne jest opracowanie narzedzi teoretycznych do analizowania gospodarek
z indywidualng podaza débr (czy antydébr) publicznych dla ogélnych klas funkcji agreguja-
cych i opisujacych dynamike ich zagregowanego poziomu w réwnowagowych strategiach do-
skonatych ze wzgledu na podgry.
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Zaznaczmy, ze jakoé¢ srodowiska naturalnego nie jest jedynym dobrem publicznym, w przy-
padku ktérego przyjmowanie zatozen o addytywnosci, (quasi-)wklestosci czy nawet cigglosci agre-
gatu jest malto uzasadnione. Do tej klasy mozna zaliczy¢ np. gry z indywidualng podaza naktadow
na prace projektowe przynoszace uzyteczno$¢ wszystkim jego uczestnikom (takie, ktére spelnia-
ja definicje dobra publicznego w ramach danej organizacji). Tego typu gry (por. Dubey, Haiman-
ko, Zapechelnyuk 2006) moga wyrézniaé sig kilkoma istotnymi cechami wykluczajacymi zasto-
sowanie ,,standardowych” agregatéw. Milgrom i Roberts (1990) oraz Kremer (1993) argumentuja
np., ze wiele zadan w nowoczesnych przedsigbiorstwach cechuje si¢ wysoka komplementarnoscia
poszczegdlnych naktadéw. Wyklucza to mozliwo$é zastosowania w analizie agregatéw w postaci
sumy naktadéw, a wiec cechujacych sie doskonatg substytucyjnoscia wysitku poszczegélnych pra-
cownikéw. Réwniez zmienna w trakcie prac projektowych lub trudna do identyfikacji kraicowa
produktywno$¢ nakladéw poszczegdlnych pracownikéw znacznie ogranicza mozliwo$é zastoso-
wania zalozenia o wklestosci funkcji produkcji (agregacji). Niejednokrotnie nawet mate zmiany na-
ktadéw na prace projektowe poszczegdlnych pracownikéw moga powodowac duze, wrecz skokowe
zmiany jego efektéw, decydujace nawet o powodzeniu calego projektu. W konsekwencji zalozenie
o ciggtosci funkcji agregacji moze by¢ takze restrykcyjne.

3. Dotychczasowe wyniki

W niniejszej czgéci pracy wskazemy najwazniejsze! wyniki dotyczace istnienia réwnowag i cha-
rakterystyki struktury zbioru réwnowag Nasha dla statycznych i dynamicznych gier z indywidu-
alng podaza dobra publicznego.

Bergstrom, Blume i Varian (1986; 1992) oraz Fraser (1992) w rezultacie analizy odwzorowan
najlepszej odpowiedzi okreélili warunki istnienia jedynej réwnowagi Nasha w grze z podazg wy-
datkéw na dobro publiczne (takze wiele débr), z agregatem w postaci sumy i Scisle quasi-wklestg
funkcjg uzytecznosci dla kazdego gracza (por. takze Watts 1996). Analogiczne wyniki uzyskali
Cornes, Hartley i Sandler (1999) za pomoca twierdzenia o punkcie stalym dla odwzorowan zbli-
zajacych. Z kolei Cornes i Hartley (2007) za pomoca metody opartej na analizie tzw. funkcji zasta-
pienia (replacement function) wykazali istnienie réwnowagi oraz omawili wyniki z zakresu statyki
komparatywnej. Zatozyli jednak, Ze odwzorowanie najlepszej odpowiedzi jest funkcja.

Najstabsze znane nam warunki istnienia réwnowagi Nasha w grze z publicznym agregatem
sg zawarte w pracach: Kukushkin (1994a) oraz Dubey, Haimanko, Zapechelnyuk (2006). Kukush-
kin (1994a) wykazuje, ze warunkiem wystarczajgcym istnienia réwnowagi Nasha w omawianych
grach jest roztacznosé¢ funkcji uzytecznosci wzgledem dobra publicznego i prywatnego. Dodajmy,
ze warunek rozdzielno$ci Kukushkina jest takze wystarczajacy, w takim rozumieniu, ze dla kla-
sy roztacznych funkcji uzytecznosci istnieja zbiory strategii oraz funkcje agregujace, dla ktérych
odpowiadajace im gry nie majg réwnowag Nasha. Z kolei metoda analizy réwnowag Nasha, omé-
wiona w pracy: Dubey, Haimanko, Zapechelnyuk (2006), opiera sie na tacznym wykorzystaniu mo-
notoniczno$ci i pélcigglosci selekcji z odwzorowania najlepszej odpowiedzi (por. twierdzenie 2 i 3
w ich pracy) oraz tzw. gier potencjalnych (potential games).

1 Zainteresowanych czytelnikéw odsytamy do obszernego przegladu literatury w pracy: Wozny (2008).
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Wykorzystujac metode zaproponowang w pracy: Amir i Lambson (2000), przedstawimy al-
ternatywny w stosunku do prac Kukushkin (1994a) czy Dubey, Haimanko, Zapechelnyuk (2006)
i intuicyjnie interpretowalny zestaw zalozen, gwarantujacy wystgpowanie réwnowag Nasha gier
statycznych z agregatem publicznym. Ponadto zaprezentujemy wyniki charakteryzujace strukture
gier z substytucyjnoscia strategii.

Wyniki w literaturze przedmiotu dotyczace gier dynamicznych nie sg tak obszerne. Standardo-
wa (por. np. Fudenberg i Tirole 2002) metoda udowadniania istnienia oraz charakterystyki struk-
tury réwnowag Nasha jest analiza punktéw statych odwzorowania najlepszej odpowiedzi zdefinio-
wanego na przestrzeni strategii. Podobnie jak w pracach: Sundaram (1989a) lub Leininger (1986)2,
wykazemy za pomocy tej metody wystepowanie nastepujacego btednego kota poszukiwania réw-
nowag Nasha. Niech przykladowo strategie Markowa pozostalych graczy beda pélciagle z gory.
Wtedy odwzorowanie najlepszej odpowiedzi bedzie miato mierzalny wybér, cho¢ niekoniecznie
polciagly z gory3, co uniemozliwia zastosowanie wynikéw odnoénie do punktéw statych odwzo-
rowania (najlepszej odpowiedzi) zdefiniowanego na przestrzeni strategii. Jezeli dalej ograniczymy
sie do ciaglych strategii przeciwnikéw, wtedy zgodnie z twierdzeniem Berge’a o maksimum (por.
Berge 1997) wiemy, ze odwzorowanie najlepszej odpowiedzi bedzie pélciagle z gory, ale nieko-
niecznie bedzie miato ciggly wybér. Silniejsze warunki co do strategii pozostatych graczy nie po-
zwalajg na przerwanie tego blednego kola. Metoda poszukiwania réwnowagi Nasha jako punktu
stalego odwzorowania zbioru strategii w siebie, na analizowanym poziomie ogdlnosci, nie zawsze
daje wiec rezultaty.

Alternatywnie? Sundaram (1989a, 1989b) proponuje metode poszukiwania réwnowagi Nasha
jako punktu stalego operatora zadanego w przestrzeni zagregowanych decyzji poszczegdlnych gra-
czy. W pracy rozszerzymy te metode na klase ogdlnych postaci funkcyjnych agregatéow (produkcji
dobra publicznego).

4. Gospodarka statyczna i glowne wyniki

Rozpatrzmy / € X jednoosobowych gospodarstw domowych, kazde (i-te, gdzie ie 1, 2,..., I} = N)
reprezentowane przez uzyteczno$¢ postaci: U i(c[,q), gdzie ¢! oznacza poziom konsumpgji i-tego
gospodarstwa, a g to wielko$é dobra publicznego (lub krétko agregat). Kazde z gospodarstw pod-
lega ograniczeniu budzetowemu opisanemu przez réwnanie: w' =c'+ pa’, gdzie w' to dochéd
i-tego gospodarstwa, ¢’ — indywidualne naktady na produkcje dobra publicznego (lub krétko nakta-
dy), p — cena jednostki nakladu do produkcji dobra publicznego. Wielko$é¢ dobra publicznego ¢ jest
determinowana przez funkcje Q nakladéw a =(a’,a™), czyli profilu indywidualnych naktadéw
na produkcje dobra publicznego, gdzie ¢ = (a',a’....,a"".a™",....a") reprezentuje naktady gospo-
darstw innych niz i; analogicznie definiujemy ¢ i w.

N

Leininger (1986) omawia model spadkéw miedzypokoleniowych za pomoca gry dynamicznej, a wiec struktura przed-
stawionego przez niego zagadnienia jest r6zna od analizowanej w niniejszym artykule. Niemniej jednak metoda po-
szukiwania réwnowagi Nasha jako punktu statego odwzorowania zbioru strategii w siebie jest analogiczna do przed-
stawionej przez Leininger.

Por. Sundaram (1989a).

Amir (1989) oraz Sundaram (1989a) omawiajg symetryczng, dynamiczng gre akumulacji kapitatu i podajg warunki
istnienia symetrycznej rownowagi Markowa w grze z agregatem w postaci sumy.

sow
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Rozpatrzmy przeformutowanie funkcji U’ do postaci:

F'(d'.0(a).0)=U" (' - pa',0(a',a™)), M

gdzie € €O to wektor parametréw. Ze wzgledéw interpretacyjnych bedziemy takze uzywac zapi-
sufunkcji D' :x,, 4’ x® >R, D'(a,0)=F'(a’,0(a),0) albo, pomijajac oznaczenie parametréw,
zapisu D' (a).

Na potrzeby dalszej analizy przyjmiemy nastepujace zalozenie.

Zalozenie 4.1. Dla kazdego i € N zachodzi:
« A'=[0,a'], gdzie a' =

3

« Q=[0.0]1c R, gdzie Qi 0(0....,0),0 = 0(a),

e weR,,peR,.,a@={(w,p):w' eR_,peR.} to zbiér parametréw,

s F': 4'xQx0® —> N jest polciaggla z gory, malejaca z pierwszym i rosngca z drugim argumen-

tem dla kazdej wartosci 8@,

¢ 0:x/,A' >Q jest pélciagta z goéry irosnaca za oraz od,....a" y=0a’'",....a° ") dla

kazdej permutacji o zbioru graczy.

Zalozenie, ze Q jest funkcja rosnaca z a wyklucza agregaty np. postaci® minimum oraz maksi-
mumb. ZalozZenie o funkcji produkcji (agregacji) dobra publicznego ma odzwierciedla¢ obserwacije,
iz agregat nie rozréznia jednostek. Podkreslmy, ze zalozenie o péiciaglosci z gory funkeji uzytecz-
no$ci mozna zawezi¢ do zalozenia o jej ciaglosci, np. dla ,,standardowych” (ciggtych) klas preferen-
cji. Préba zawezenia zalozenia o pélciagloéci agregatu zalozeniem o jego cigglosci w swietle uwag
z rozdzialu drugiego jest bardziej restrykcyjna. Powodem jest m.in. ograniczenie mozliwosci wy-
stgpowania nieciagto$ci produkcji (akumulacji) dobra publicznego charakterystycznej dla takich
débr publicznych, jak jakosé srodowiska naturalnego czy wyniki prac projektowych.

Oznaczamy przez G, =(N{F',4'},_,,0.Q,6) statyczng gospodarke / podmiotéw z pelng in-
formacjq. Formalnie réwnowage gospodarki G,,, zdefiniujemy nastgpujaco:

Definicja 4.1 (réwnowagaG,,, ). Réwnowaga gospodarki G, jest profil a, taki, zZe
(Vie N)a. eargmax ,_, D'(a',a.",0).

Réwnowagami gospodarki G,, sa wigc réwnowagi Nasha w strategiach czystych (PSNE) gry
I' w postaci strategicznej, gdzie I'=(N,{4',D'},_, ). Z tego powodu, uzywajac narzedzi z teorii gier
niekooperacyjnych, skoncentrujemy sie na analizie gry I' odpowiadajacej gospodarce G, q,.

Rozpoczniemy od zdefiniowania (Vie N) odwzorowania najlepszej odpowiedzi:
Phlix A = A, gdzie:

Y (a")={a: a: cargmax ,_, D'(a',a”",0)}
a 0c@. Niech takze ¥ :x' A" =x" A', gdzie ¥’ =(¥""),. Zauwazmy, ze istnienie rozwiaza-
nia problemu maksymalizacyjnego dla kazdej jednostki (a wiec poprawno$¢ sformutowania od-
wzorowania najlepszej odpowiedzi) jest zagwarantowane przez pélciaglosc z gory (Vie N,Va™)
funkcji D’ wzgledem zmiennej a! i zwarto$¢ dziedziny 4.

5 Poréwnaj z pracami: Hirshleifer (1983), Bliss, Nalebuff (1984).
6 Tj. O(a) = min,a’ albo Q(a) = max,a’ .
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Kolejno przedstawimy teraz gléwne wyniki pracy. W twierdzeniu 4.1 uogélnimy podejscie
prezentowane m.in. przez Amira i Lambsona (2000) i podamy alternatywna wobec oméwionych
w cze$ci trzeciej metode otrzymania warunkdéw istnienia symetrycznej réwnowagi Nasha w syme-
trycznej grze I, bez odwolywania sie do zalozenia ciagtosci funkcji F¥ i jednoczesnym przyjeciu
intuicyjnie interpretowalnego zalozenia co do przyrostow” funkcji F' i Q.

Twierdzenie 4.1 (o istnieniu PSNE). Rozpatrujemy symetryczna® gre I Jezeli funkcja F ma
malejace przyrosty miedzy (a!, q) oraz jest wklesta wzgledem pierwszego argumentu, a funkcja Q
jest ciagta oraz ma rosngce przyrosty z a, wtedy gra I’ ma najmniejszg i najwigksza, symetryczna
PSNE.

Najmniejsza i najwieksza symetryczna réwnowaga Nasha moze by¢ jednym réwnowagowym
profilem strategii. Interpretacja twierdzenia 4.1 przebiega analogicznie do jego dowodu. Rozpatrz-
my przeformulowanie gry I' w taki sposéb, ze kazdy z graczy zamiast strategii «’ wybiera optymal-
ng wielko$¢ agregatu, wiedzac, jaka bylaby wielkos¢ agregatu, gdyby wybral taka sama strategie
jak pozostali gracze q =0(a’,a’,...,a’). Przyjete w twierdzeniu zalozenia nie gwarantuja monoto-
nicznosci odwzorowan najlepszej odpowiedzi W, ale zapewniaja monotoniczno$éc¢ najlepszej odpo-
wiedzi w grze z tak przeformulowanymi strategiami. Dzigki temu przeformulowaniu mozliwe jest
zastosowanie twierdzen o punktach statych dla odwzorowan niemalejacych. Dalsza czes¢ dowodu
polega wlasnie na wykorzystaniu uogélnienia (dla odwzorowan) twierdzenia Tarskiego o punkcie
statym przez Veinott (1992) oraz Zhou (1994).

Na tym etapie warto podkresli¢, ze wyniki twierdzenia 4.1 ré6znig sie od wynikéw prac omé-
wionych w rozdziale trzecim. Po pierwsze, w przeciwienistwie do zalozen Kukushkina (1994a) wa-
runki przyjete w twierdzeniu nie wymagaja rozdzielnosci preferencji wzgledem dobra prywatnego
ani agregatu. Dodajmy, ze warunki ,konieczne” istnienia réwnowagi Nasha z pracy Kukushkina
nie maja tutaj bezposredniego zastosowania, gdyz zar6wno funkcja uzytecznosci, jak i agregujaca
maja dodatkowe, nieanalizowane przez niego wlasnosci. Po drugie w przeciwienstwie do zatozen
z pracy Dubey, Haimanko i Zapechelnyuka (2006) warunki twierdzenia 4.1 nie zakladajg istnie-
nia ciaglej (ani nawet pélciaglej z géry) funkcji wybranej z odwzorowania najlepszej dopowiedzi,
a ponadto dopuszczaja szersza klase agregatéw nieaddytywnych. Po trzecie warunki w twierdze-
niu 4.1 majg intuicyjng interpretacje ekonomiczng: malejgce przyrosty uzytecznoéci pomiedzy
nakladem a agregatem oznaczajg komplementarno$é w rozumieniu Samuelsona débr prywatnych
i publicznych, a rosnace przyrosty agregatu oznaczajg komplementarno$¢ nakladéw w jego pro-
dukcji®. Innymi stowy w przeciwienstwie do czesci wynikéw literatury (np. Kukushkin 1994a) wa-
runki nalozone w twierdzeniu latwo sprawdzi¢. Po czwarte, cho¢ uzyte w dowodzie uogélnienie
twierdzenia Tarskiego nie jest konstruktywne, to sg znane jego konstruktywne uogélnienia (por.

Wezmy X i T bedace zbiorami cze$ciowo uporzadkowanymi oraz f, bedaca rzeczywista funkcjg okreslong na

Sc XxT.Jezeli f(x,s)— f(x,t) jest izotoniczna (antytoniczna, Scisle izotoniczna, Sci$le antytoniczna) ze wzgledu

naxw S;NS, dlakazdych #<s w T, tof ma rosnace przyrosty (malejace przyrosty, Scisle rosnace przyrosty, scisle

malejgce przyrosty) ze wzgledu na (x,f) w S.

8 Grg: I'=(N,{4',D'},.,), gdzie N ={1,2,....1} to zbiér graczy, A’ zbiér strategii, a D':x,, 4’ x® >R wyplata i-tego
gracza, nazywamy symetryczng, gdy gracze majg takie same zbiory strategii A'= 4 =...= 4" i wyplaty spelniaja za-
leznosé: D'(a',...,a")=D""(a” ©,...,a” ") dla kazdego i, kazdego a € 4=x,4'ikazdej permutaciji ¢ zbioru N.

9 Kraricowa uzyteczno$¢ z konsumpcji dobra prywatnego nie maleje zatem wraz ze wzrostem konsumpgji dobra pub-

licznego, a krancowa produktywnos$¢ nakladéw poszczegélnych graczy nie maleje wraz z nakladami pozostalych

graczy.
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Amann 1967). Ich zastosowanie umozliwia zaproponowanie metody numerycznej, pozwalaja-
cej na obliczenie poszukiwanych punktéw statych (por. Topkis 1998, rozdz. 4.3), tj. rbwnowag
Nasha. Jest to szczegblnie istotne w wypadku préby zastosowania tych wynikéw do analiz
empirycznych i takze odréznia otrzymane wyniki od znanych z prac Kukushkina czy Dubey,
Haimanko i Zapechelnyuka, opartych na argumentach topologicznych, a nie porzadkowych.
Pamiegtajmy takze, Zze rezygnujac z zatozenia o funkcji agregacji (produkcji) w postaci sumy
naktadéw poszczegblnych graczy, tracimy wnioski co do istnienia jedynej réwnowagi Nasha,
jak tez jej symetrycznosci (por. np. Bergstrom, Blume, Varian 1986). Zaznaczmy tez, ze twier-
dzenie 4.1 m6wi o réwnowagach symetrycznych w grach symetrycznych, co jest niewatpliwe
ograniczeniem jego zastosowania.

W kolejnych twierdzeniach podamy charakterystyke struktury zbioru réwnowag Nasha
dla analizowanych gier. Zgodnie z metoda przedstawiong przez Topkisa (1995) ponizszy wa-
runek podaje zalozenia gwarantujace, ze gra I' bedzie submodularnal®. fL.gczac wyniki lema-
tu z tezami twierdzen 4.2-4.4, otrzymamy charakterystyke zbioru PSNE dla klasy gier (Scisle)
submodularnych.

Lemat 4.1. Jezeli dla kazdego i e N wklgsta z ¢ funkcja F! ma malejgce przyrosty z (a',q),
a funkcja Q ma malejace przyrosty dla kazdej pary (a',a’), Vj #i, wtedy D' ma malejace przyrosty
dla kazdej pary (a',a’), Vj=i, al jest grg submodularna. Jezeli cho¢ jedna z wlasnosci hipotezy
jest Scista, wtedy I' jest gra $cisle submodularna.

Dowdd lematu pomijamy, gdyz jest on prostym zastosowaniem wynikéw z pracy Topkisa
(1998). Warunki submodularnosci gry I' majg intuicyjng interpretacje ekonomiczng. Po pierwsze
malejace przyrosty uzytecznosci F! zapewniaja komplementarno$é dobra publicznego i prywatne-
go oraz stwarzaja zachete do obnizenia wlasnych naktadéw na produkcje dobra publicznego w re-
akcji na wzrost naktadéw pozostatych graczy. Po drugie wklgstosé funkcji uzytecznosci F/ wzgle-
dem dobra publicznego powoduje, Ze jego kraficowa uzyteczno$é jest malejaca, co znéw sklania
do obnizenia wlasnych naktadéw @’ w reakcji na wzrost naktadéw pozostatych graczy. Po trzecie
malejgce przyrosty funkcji agregacji powoduja, ze krancowa produktywno$é naktadéw jednostki
nie ro$nie wraz z nakladami pozostalych graczy. Po polaczeniu tych trzech efektéw optymalne
wybory naktadéw o’ sg substytucyjne wzgledem siebie, a odwzorowania najlepszej odpowiedzi sg
nierosngce w silnym porzadku Veinott (Veinott 1992).

Poniewaz submodularno$é funkcji implikuje jej quasi-submodularnoéé, a submodularnosé
(ani warunki hipotezy lematu 4.1) nie jest konieczna do tego, aby gra I' byta ($cisle) quasi-submo-
dularna, twierdzenia charakteryzujace zbiér réwnowag Nasha podamy bezposrednio dla quasi-
submodularnej gry I.

10 Niech S bedzie krata, a /: S — R . Jesli dla kazdych x,y €S zachodzi:
S+ A< )+ (),
to f jest submodularna na S. Jesli nieréwnos¢ jest ostra dla wszystkich nieuporzadkowanych x iy, to f jest Scisle
submodularna. Gra I' =(N,{4',D'},.,) jest (§ciSle) submodularna, jezeli dla kazdego gracza i€ N:
1) A'jest kratg zupeina,
2) D" :x,y A" > RU{-x} jest pélciagla z gory wzgledem porzadku 4’ w (dla ustalonego a*?),
3) Dijest (§cisle) submodularna z o' (dla ustalonego a*),
4) Dima ($cisle) malejgce przyrosty wzgledem a'i a*i.
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Twierdzenie 4.2 (o nieuporzadkowaniu réwnowag). Jezeli quasi-submodularnal! gra I ma $ci-
sta PSNE, wtedy nie ma innej PSNE, ktéra jest w stosunku do niej uporzadkowana!2. Jezeli I jest
Scisle quasi-submodularna, wtedy nie ma uporzadkowanych PSNE.

Bezposrednio z twierdzenia 4.2 otrzymujemy ponizszy wniosek.

Whiosek 4.1 (0 réwnowagach symetrycznych). Quasi-submodularna gra I' ma najwyzej jedng sy-
metryczna, $cista PSNE. Scisle quasi-submodularna gra I' ma najwyzej jedna symetryczng PSNE.

Twierdzenie 4.2 i wniosek 4.1 wynikajg bezposrednio z faktu, ze dla gier (Scisle) quasi-sub-
modularnych odwzorowania najlepszej odpowiedzi sg (malejace) nierosngce w silnym porzadku
Veinott (1992). Twierdzenie 4.2 implikuje takze, ze jezeli ($cista) gra quasi-submodularna ma wie-
cej niz jedng réwnowage Nasha, wtedy muszg wystepowaé (nieuporzadkowane w stosunku do
niej) réwnowagi asymetryczne. Wystepowanie takich réwnowag, nawet w grze symetrycznej, jest
mozliwe, gdy odwzorowanie najlepszej odpowiedzi ma wiecej niz jedno rozwigzanie dla jednej
warto§ci agregatu ¢, a ponadto asymetryczne wybory a’ odpowiednio ksztattuja wielkos¢ ¢. Twier-
dzenie 4.2 oraz wniosek 4.1 pozostaja w mocy takze dla agregatu bedacego jedynie niemalejgca
funkcjg a. Ponadto gdy odwzorowanie najlepszej odpowiedzi bedzie funkcja (tj. funkcja wyplaty
bedzie odpowiednio wklesta), wtedy wniosek z twierdzenia 4.2 pozostaje w mocy nawet dla zato-
zenia o PSNE, czy quasi-submodularnosci. Wynik ten otrzymujemy, stosujac np. stwierdzenie 1.1
autorstwa Daci¢ (1979) odnosnie do punktéw statych dla funkcji malejacych.

Rozwazania na temat struktury zbioru réwnowag Nasha kontynuujemy, podajac obserwacje
uporzadkowania wyptat w PSNE (twierdzenie 4.3) oraz uporzadkowaniu PSNE w sensie Pareta
(twierdzenie 4.4) i ich ekonomiczng interpretacje.

Twierdzenie 4.3 (o uporzadkowaniu wyplat wréwnowadze asymetrycznej). W asyme-
trycznej PSNE (a',a”’) symetrycznej gry I’ wyplaty graczy sa uporzadkowane poziomem o', tj.
F(min,a’,)>...> F(max,a',), z przynajmniej jedna nieréwnoscia ostra.

Podkreslmy, ze spetnienie warunku symetrycznosci gry I jest konieczne do otrzymania tego
wyniku. Bez tego zalozenia, nawet w przypadku jednakowych preferencji wszystkich gospodarstw
nie jeste$my w stanie utrzymaé¢ w mocy powyzszego twierdzenia ze wzgledu na potencjalne r6zni-
ce dochod6w oraz potencjalng nieliniowo$¢ optymalnej o wzgledem w'.

Twierdzenie 4.4 (o nieuporzadkowaniu réwnowag w sensie Pareta). Jezeli $cisle quasi-submo-
dularna gra I" dla / = 2 ma wiecej niz jedng PSNE, wtedy nie sa one uporzadkowane w sensie Pare-
ta. Jezeli $ciSle quasi-submodularna gra I' ma wigcej niz jedng PSNE z ta samg wartoScig agregatu,
wtedy réwnowagi te nie sg uporzadkowane w sensie Pareta.

11 Niech X bedzie kratg. Powiemy, ze f:X —>®R jest quasi-supermodularna, jezeli x,yeX =zachodzi
f@)>f(xAy)= f(xvy)> f(y) oraz f(x)= f(xApy)= f(xVvy)= f(»). Jezeli ostatnia nier6wnosc jest ostra, to wlas-
nosé jest Scista. Jezeli natomiast f(x)> f(xAy)= f(xVvy)> f(»), to wlasnosc jest staba. Funkcje (Scisle, stabo) quasi-
submodularne definiujemy analogicznie. Gra T = (N, {4/, D'},_,) jest (Scisle) quasi-submodularna, jezeli dla kazdego
gracza i€N:

1) 4! jest krata zupetna,
2) D' :x,, A — Ru{-o} jest pélciagla z gory wzgledem porzadku w 4 (dla ustalonego a’),
3) Dijest (§cisle) quasi-submodularna po a! (dla ustalonego a),
4) D' spelnia (§cisty) warunek odwrotny jednokrotnego przeciecia pomiedzy a i a”’.
12 Wzgledem standardowego porzadku w R’, a wiec porzadku po wspétrzednych na zbiorze strategii x/_, 4'.
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Pytanie, czy intuicyjna obserwacja zawarta w twierdzeniu 4.4, o nieuporzadkowaniu PSNE
w sensie Pareta dla quasi-submodularnej gry T jest prawdziwa dla 7> 2, pozostaje bez odpowiedzi.

Interpretacja powyzszych wynikéw jest intuicyjna. Strategiczna substytucyjno$¢ wpisa-
na w gry zagregatem publicznym wyklucza uporzadkowane profile strategii réwnowagowych.
W konsekwencji moze istnie¢ najwyzej jedna rownowaga symetryczna analizowanej gry. Wskazu-
je to, ze spotykane w literaturze ekonomicznej wyniki dotyczace tzw. btedéw koordynacji nie majq
zastosowania w przypadku gier z substytucyjna podazg débr publicznych. Innymi stowy analizo-
wana gospodarka moze sie znalez¢ w jednej z potencjalnie wielu réwnowag asymetrycznych, jed-
nak nie muszg one by¢ uporzadkowane w rozumieniu Pareta. Obserwacje te silnie odrdzniaja klase
gier z substytucyjnoscia strategii od gier z ich komplementarnoscia (por. Amir, Jakubczyk, Knauff
2008). Kolejng cechg rozrézniajaca obie klasy gier jest brak symetrycznych wynikéw na temat sta-
tyki komparatywnej. W przypadku gier z substytucyjnymi strategiami monotoniczna zmiana pa-
rametrow gry moze bowiem prowadzi¢ do ,monotonicznego przesunigcia zbioru” réwnowag, jak
réwniez do przesunigcia uniemozliwiajacego takie poréwnania (por. Sunanda, Sabarwal 2008).

Na zakoniczenie zaznaczmy, ze wystgpowanie pozytywnych efektéw zewnetrznych zwieksze-
nia podazy dobra publicznego sugeruje, iz alokacje odpowiadajgce réwnowadze Nasha nie muszg
by¢ optymalne w rozumieniu Pareta. Zaleznos¢ ta wystepuje takze w grach analizowanych w ni-
niejszym artykule. Z drugiej strony mozna wykaza¢, ze rozwigzania optymalne w sensie Pareta
(poza szczegélnymi wypadkami) nie sa r6wnowagami Nasha. Ze wzgledu na fakt, Ze zaleznosci te
sg znane, zainteresowanego czytelnika odsytamy do literatury przedmiotu.

Powyzsze rozwazania na temat istnienia i struktury réwnowag Nasha (a takze statyki kom-
paratywnej; por. Wozny 2008) mozna zastosowaé np. do gier analizowanych w pracach: Cornesa
(1993) lub Dubey, Haimanko, Zapechelnyuka (2006).

Przyklad 4.1. Za Dubey, Haimanko, Zapechelnyuk (2006) rozpatrzmy problem indywidual-
nej podazy naktadéw na realizacje projektu przynoszacego wspélny zysk jego uczestnikom. Niech
funkcja wyplaty przyjmuje wartoéci postaci F'(a',Q) =0 —c,(a'), gdzie ¢, to funkcja opisujaca
koszty naktadu i-tego gracza, a agregat cechuje sie komplementarnoscig nakladéw, a w drugim
przykladzie substytucyjnoscia.

Twierdzenia Kukushkina (1994a) oraz Dubey, Haimanko, Zapechelnyuka (2006) wskazuja,
ze taka gra ma r6wnowage Nasha, natomiast wyniki uzyskane w niniejszej pracy charakteryzu-
ja dodatkowo zbiér réwnowag tej gry dla wypadku substytucyjnosci agregatu — w szczegélnosci
otrzymujemy: nieuporzgdkowanie réwnowagowych profili strategii oraz istnienie najwyzej jed-
nej rownowagi symetrycznej. Twierdzenie 4.1 z niniejszej pracy pozwala uwzgledni¢ w wynikach
komplementarnos¢ agregatu oraz preferencje ogélnej postaci: F'(a’,Q), oile spetniajg przyjete
w pracy zalozenia co do monotonicznosci jej przyrostow.

5. Gospodarka dynamiczna i glowne wyniki
Rozpatrzymy sytuacje, w ktérej kazde (i-te) z I (gdzie N = {1, 2, ..., I}) gospodarstw domowych, zna-

jac stan poczatkowy, podejmuje decyzje maksymalizujaca zdyskontowang na dzi§ uzytecznoscé ze
strumienia konsumpcji prywatnej i agregatu publicznego:
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sup > 'F(al.q,) @

(a})ig =0

wiedzac, ze dynamika agregatu zalezy takze od decyzji pozostalych graczy. Przez a] e 4 ozna-
czymy podaz nakladéw na produkcje dobra publicznego gospodarstwa i € N w okresie ¢, a przez
a, =(a,a’,...,a'y=(al,a") profil nakladéw I graczy. Funkcja g opisuje dynamike agregatu:
4, = g(a,.q,), a g, jest dane. Dalej przyjmiemy nastepujace zalozenia odnosnie do funkcji Fi g:

Zalozenie 5.1 (preferencje i agregat) zachodzi:

* A=[0,a]cR oraz Q = [Q,Q] cR,,

* (Vie N)F': AxQ — R klasy C? jest malejaca z o' i rosnaca z ¢ oraz

(Vg eQ)(Va' e A)F'(a',q)=F'(a',q)=F(a',q),

* (VgeQ)lim, . F(a,q) =,

. g: A" xQ —>Qklasy C? jest rosnaca z kazdym argumentem.

Zdefiniujmy symetryczna, dynamiczng gospodarke wielu podmiot6w w warunkach pewnosci,
oznaczajac ja przez: G,,, =(N,F,A4,,2,Q,0,w), gdzie parametry 0 sa definiowane tak jak w po-
przedniej czesci artykutu.

Przystapimy teraz do definicji gry I'?, za pomocg ktérej bedziemy analizowa¢ réwnowagi i dy-
namike gospodarki G,,,,. Niech H, ={q,,4,,...,9,,,a, ,} oznacza historig do okresu ¢, a H, oznacza
zbior wszystkich historii rozpoczetych z ¢, do okresu r. Dla kazdego i € N cigg funkcji 7" = (1,);2,
nazwiemy strategia gracza i, gdzie dla kazdego okresu ¢,;7; okresla decyzje o poziomie ! jako
funkcje historii H. Méwimy, Ze strategia 5" jest strategia Markowa, jezeli (V7)p, jest funkcjq jedy-
nie zmiennej ¢, Strategia Markowa jest stacjonarna, jezeli (V¢,k)n, =, =77".

Niech 77" oznacza strategie graczy innych niz i. Biorac pod uwage zaleznosci wynikajace ze
strategii pozostalych uczestnikéw gry, kazdy z graczy rozwiazuje problem maksymalizacyjny (2),
w ktérym wybrane strategie okreslaja cigg decyzji (a))”, 1 dynamike (g,)7,.

Nastepnie skoncentrujemy sig na poszukiwaniu rownowag Nasha gry I'?. Aby skorzysta¢ z metod pro-
gramowania dynamicznego oraz wykluczy¢ réwnowagi Nasha oparte na tzw. grozbach bez pokrycia (empty
threats), ograniczmy sie'® do analizy rownowag Markowa doskonalych ze wzgledu na podgry (MPNE).

Definicja 5.1 (réwnowagi PSNE, SPNE i MPNE). Réwnowagg Nasha (PSNE) gry I'? jest pro-
fil strategii (5',7%,...,n") taki, ze dla kazdego gracza i € N strategia n' rozwigzuje problem (2),
traktujac 77 jako dane. Niech 7'(¢,H,) oznacza kontynuacjg strategii 7' od momentu ¢ przy danej
historii H, e H,. Wtedy PSNE ('), jest réwnowaga doskonala ze wzglgdu na podgry (SPNE),
jezeli dla kazdego i H, profil strategii (n'(s,H,)),.y jest PSNE gry rozpoczetej od okresu 7. SPNE
jest strategig Markowa doskonalg ze wzgledu na podgry (MPNE), gdy dodatkowo strategie graczy
w kazdym okresie ¢ sg jedynie funkcjami zmiennej stanu g,.

Ze wzgledu na trudnos$ci zwigzane z analiza réwnowag asymetrycznych ograniczymy sig do
poszukiwania stacjonarnych, symetrycznych réwnowag typu MPNE. W tym wypadku problem
maksymalizacyjny mozemy sprowadzi¢ do réwnania Bellmana postaci:

13 QOgraniczenie sig do analizy strategii Markowa pozwala na unikniecie probleméw interpretacyjnych wynikajacych
z zastosowania strategii open-loop, ktére w analizowanym modelu nie majg uzasadnienia.



62 L. Woény

Vﬁ((])=1'£131X{F(Q,Q)+ﬁV,7(g(a,ﬁ,---,ﬁ,Q))}, (3)

1-1

gdzie ¥, to funkcja wartosci od stanu ¢ przy zalozeniu, ze pozostali gracze wybierajg strategie 77.
Niech W :Q = 4, gdzie ¥, (q)={aeA:V, =F(a,q)+ pV;(g(a,7,...,77,9))}, bedzie odwzorowa-
niem (przy zalozeniu, ze pozostali gracze stosuja strategig 77) z wlasnoscis, iz stacjonarna strategia
jest rozwigzaniem problemu maksymalizacyjnego (2) wtedy i tylko wtedy, gdy jest (mierzalnym)
wyborem z V.

Analogicznie do poprzedniej cze$ci modyfikujemy dowéd przedstawiony w pracy Sundaram
(1989a, 1989b) itgczymy go z metodg prezentowanag w pracy Amir (1989) oraz wykorzystujemy
agregatowy charakter dobra publicznego. Otrzymujemy wéwczas ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.1. Niech funkcja F ma rosnace przyrosty z (a,q) oraz jest wklgsta na 4. Niech po-
nadto (Vi # j)(Vq €Q) funkcja g ma rosnace przyrosty z przedziatu (a!,&) oraz (Vie N),(Vi# j)
i ustalonych & rosngce przyrosty z (a,q). Jezeli przynajmniej jedna z wtasnosci rosnacych przyro-
stéw jest écista, wtedy istnieje symetryczna MPNE gry I'P. Profile strategii s w wypadku tej row-
nowagi niemalejgcymi i péiciagtymi z géry funkcjami g.

Twierdzenie 5.1 méwi, ze w warunkach komplementarnosci naktadéw graczy oraz komple-
mentarno$ci naktadéw i agregatu w technologii akumulacji oraz substytucyjnosci débr w preferen-
cjach Uistnieje monotoniczny, symetryczny profil strategii rownowagowych. Rola poszczegélnych
zatozen w twierdzeniu jest podobna do roli zalozenn w twierdzeniu 4.1, przeniesionych jedynie na
wypadek dynamiczny. Podkre§lmy: nawet w tak skomplikowanym Srodowisku decyzyjnym otrzy-
mujemy relatywnie stabe warunki na ten doé¢ intuicyjny wniosek, wynikajacy ze sprzezenia wias-
nosci agregatu i decyzji graczy.

Substytucyjnoé¢ (preferencje F i naktady w g) nie jest symetryczna pod wzgledem wynikéw
m.in. dlatego, ze jezeli gracze uzywaja strategii nierosnacych z ¢, to wplyw wzrostu ¢ na wielkosé
agregatu w nastgpnym okresie przejawia sig dwojako: w postaci bezposredniego wpltywu ¢ na g
i posredniego (przeciwstawnego co do znaku) wplywu ¢ przez 5 na g. W konsekwencji bez przy-
jecia konkretnej postaci funkcyjnej nie jestesmy w stanie poda¢ wynikéw dla gry I'? w wypadku
substytucyjnosci preferenciji.

Na tym etapie warto por6wna¢ otrzymany wynik z innymi wynikami znanymi z literatury.
Nawigzujac do rozdzialu trzeciego, przypomnijmy, ze wyniki z zakresu réwnowag doskonatych
dla dynamicznych gier z podazg débr publicznych sa nieliczne. Nalezy podkresli¢ ogélnos¢ sto-
sowanych zalozen, a wiec i otrzymanych wynikéw. Trzeba tez zwrdci¢ uwage na to, ze stosowane
zalozenia tatwo sprawdzi¢ oraz intuicyjnie zinterpretowaé. Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze wyniki
twierdzenia 5.1. mogg mie¢ konstruktywny charakter.

Mozna zada¢ pytanie o dynamike generowana réwnowagowym profilem strategii:

q'=Z(q)=g(1(q)s...,11(q),q), gdzie (77,...,77) to MPNE.

Twierdzenie 5.2. Niech profil (77,...,77) bedzie MPNE gry I'°, jak w twierdzeniu 5.1, tj. za-
dang przez péblciagle zgory iniemalejace funkcje zmiennej stanu. Wtedy funkcja Z, gdzie
Z(q)=g#(q),...,7(q),q), ma najmniejszy inajwigkszy punkt staly (stan ustalony w stabym
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sensiel4). Ponadto ciag generowany réwnaniem (V¢ > 0)q,,, = Z(q,), gdzie g, = O, jest nierosnacy
i zbiezny do najwigkszego punktu statego (stanu ustalonego w stabym sensie).

Interpretacje wynikéw twierdzenia 5.2 pozostawiamy czytelnikowi. Zwréémy jedynie uwage
na konstruktywne wlasnosci jego wynikéw. Wniosek o monotonicznej zbieznosci do najwieksze-
go stanu ustalonego wynika z pélcigglodci z géry optymalnej polityki, a wigc i Z(g). Ze wzgledu
na nieciagltoé¢ polityki dynamika zadana Z od QOnie musi jednak zbiega¢ do minimalnego stanu
ustalonego. Analogiczne rozumowanie dotyczace istnienia stanéw ustalonych i zbieznoéci zmien-
nej stanu nie musi sig sprawdza¢ w wypadku nierosngcej réwnowagowe;j (o ile istnieje) polityki
Markowa ze wzgledu na mozliwg nieciaglos¢ dynamiki zmiennej stanu. W wypadku malejacych
strategii wystepowanie przeciwstawnego wplywu ¢ na wielkos¢ ¢' dodatkowo utrudnia analize na
tym poziomie ogélnosci. Latwo wykazaé, ze poza szczegélnymi wypadkami réwnowagowe aloka-
cje dobr w analizowanej grze nie sq optymalne w sensie Pareta.

6. Wnioski

Podsumowujac pokrétce otrzymane wyniki, rozpoczniemy od wypadku gry statycznej. Dla og6l-
nych klas preferencji i agregacji dobra publicznego podano warunki (por. twierdzenie 4.1) istnienia
symetrycznej réwnowagi Nasha w symetrycznej grze I' dla wypadku komplementarnosci preferen-
cji wzgledem dobra publicznego i prywatnego, wklgstosci funkcji uzytecznoséci wzgledem dobra
prywatnego oraz komplementarnoéci naktadéw w technologii produkcji dobra publicznego. Dalej
wykazano (por. twierdzenie 4.2), ze $cisle quasi-submodularna gra z dobrem publicznym nie mo-
ze mie¢ uporzadkowanych, wzgledem porzadku po wspéirzednych na zbiorze strategii, rtéwnowag
Nasha. Gra quasi-submodularna moze mie¢ uporzagdkowane réwnowagi Nasha, choé¢ juz nie $ci-
ste réwnowagi Nasha. W konsekwencji $cisle quasi-submodularna gra dla dwéch graczy nie moze
mie¢ uporzagdkowanych réwnowag w sensie Pareta (por. twierdzenie 4.4). Warunkami strategicznej
substytucyjnosci, a wigc (quasi-)submodularnosci gry sg: komplementarno$é preferencji, substy-
tucyjnoé¢ naktadéow produkcji dobra publicznego oraz malejgca uzytecznosé kraiicowa dla dobra
publicznego. Dodajmy, Ze ze wzgledu na wystgpowanie efektéw zewnetrznych wewnetrzne réw-
nowagi Nasha nie sg optymalne w sensie Pareta.

W odniesieniu do wypadku dynamicznego rozpatrzono model optymalnej podazy nakladéw na
dobro publiczne w strategiach Markowa, doskonatych ze wzgledu na podgry. Dla ogdlnych klas pre-
ferencji i dynamiki dobra publicznego: w wypadku substytucyjnosci preferencji miedzy dobrem pry-
watnym a publicznym oraz komplementarnosci produkcji, otrzymujemy wyniki dotyczace istnienia
symetrycznej réwnowagi MPNE ze strategiami pélciaglymi z géry, niemalejacymi wzgledem ¢ (por.
twierdzenie 5.1). Wyniki (twierdzenie 5.2) odnoszace sie do dynamiki gospodarki przy tak zadanej po-
lityce opisuja takze mozliwag réwnowagowg $ciezke redukeji poziomu dobra publicznego.

Dodajmy, ze przedstawione w pracy wyniki znajduja zastosowanie w sytuacjach stricte ekono-
micznych, np. w przypadku:

14 Stanem ustalonym w stabym sensie nazywamy taki poziom zmiennej stanu, dla ktérego istnieje polityka (selekcja)
gwarantujgca pozostanie w tym stanie.
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1) dobrowolnego finansowania budowy débr uzytecznosci publiczne;j;

2) wynikow pracy grupowej nad projektami w warunkach substytucyjnosci wysitku i zadan;

3) zanieczyszczania wspélnych zasobéw (jezior, laséw, tak) przez grupe podmiotéw (gospo-
darstw domowych lub przedsiebiorstw); w pracy WoZnego (2008) przeanalizowano, jak przedsta-
wione wyniki z zakresu gier z substytucyjnoscia strategii moga by¢ uzyte do poszerzenia wynikéw
literatury z dziedziny biologii i ekonomii na temat optymalnej ilosci fosforu w plytkich jeziorach.

Na koniec oméwimy mozliwosci rozszerzenia wynikéw opracowania. Przedstawione wnioski
prowadza bowiem do dalszych pytan badawczych. Przykladowo rozwiazanie kwestii warunkow
koniecznych do wystgpienia wielu réwnowag w analizowanym modelu pozwolitoby wyelimino-
waé wiele trudnych do analizy zagadnien, zwigzanych np. ze statyka i dynamikg komparatywna.
Pamietajmy bowiem, Ze monotoniczna zmiana parametréw gier z substytucyjnymi strategiami mo-
ze prowadzi¢ zar6wno do monotonicznego przesunigcia zbioru réwnowag, jak i do jego przesunie-
cia uniemozliwiajacego takie por6wnania (por. Sunanda, Sabarwal 2008).

Dodajmy takze, ze rezygnacja z metody analizy czastkowej na rzecz réwnowagi ogélnej ze stra-
tegicznymi zalezno$ciami pozwoli pozna¢ role efektu dochodowego (tj. zmiany cen débr na dochéd
gospodarstw) oraz mechanizm ksztaltowania sie cen débr publicznych na skutek wyboréw pod-
miotéw (por. np. Villanaccia, Zenginobuzb 2005). Wspomniane jedynie mozliwosci numerycznego
poszukiwania réwnowag danej gospodarki rodza potrzebe dalszych badan teoretycznych i empi-
rycznych. Jest to szczegdlnie istotne w przypadku weryfikacji wynikéw teoretycznych za pomoca
danych empirycznych, jak tez préb prognozowania zachowan. Dotychczasowe wyniki przedsta-
wione w literaturze oméwionej w rozdziale trzecim nie opierajg sie¢ na metodach konstruktyw-
nych. W konsekwencji (poza szczegélnym wypadkiem istnienia jednej réwnowagi) nie tylko nie
pozwalaja na poréwnanie wynikéw modeli teoretycznych z empiria, ale takze nie wskazujg nume-
rycznych metod jej obliczania i szacowania otrzymanych bledéw.

Wyniki otrzymane w pracy opieraja sig na zatozeniu istnienia funkcji agregujacej oraz strate-
gicznej substytucyjnosci i przez to nie majg bezposredniego zastosowania do klas gier niewpisuja-
cych sie w te strukture.
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Aneks

Lemat 1. Niech X, Y bedg taicuchami. Malejaca z pierwszym i rosnaca z drugim argumentem
funkcja b: X xY >R, cechuje sie malejacymi przyrostami. Malejaca z pierwszym argumentem
irosngca z drugim funkcja F:R, x¥ — R ma malejace przyrosty oraz jest wklgsta z pierwszym
argumentem. Wtedy F(b(x,y),y) ma rosngce przyrosty z (x,y).

Dowdd lematu 1. Niech x'>x, y'>y naleza do odpowiednich zbioréw. Wtedy zachodzil®:

F(b(x',y"),y)+ F(b(x,),y) = F(b(x',y),y) = F(b(x,)"),y") =

=[F(O((x', "), »") = F(O(xX', y")+b(x,y) =b(x', y), y)]=[F(b(x', ), y") = F(b(x,y), Y )] +
+[EF(B(x',y")+b(x,y) = b(x', ), y)]— F(b(x,)"), y")] +

—[F(b(x,»),y") - F(b(x',»),y)+ F(b(x',»), )= F(b(x,y),»)]2 0

Wyrazenie w pierwszej linijce po znaku réwnoéci jest dodatnie ze wzgledu wklestosé Fi jej an-
tytonicznoéé z pierwszym argumentem. Wyrazenie w drugiej linijce jest dodatnie ze wzgledu na
antytoniczno$é F z pierwszym argumentem oraz malejgce przyrosty b i monotoniczno$é b. Wyraze-
nie w trzeciej linijce jest dodatnie ze wzgledu na monotoniczno$é b i malejgce przyrosty F.

Dowdd twierdzenia 4.1. Rozpatrzmy zbiér B taki, ze:
B={(x,y)eQ’:(3a € A)Q(4,4,...,d@) = y,gdzie Q(@,...,a) = x}.

Zauwazmy, ze skoro Q=(0(0,...,0) oraz 0=0@,...,a) i Q jest ciagla irosnaca, to
(Vx eQ)(3a € A) taki, ze O(@,...,ad)=x.Niech W:Q=Q, W(x)={ye B‘X} .W(x) jest rosnacy z x
rodzing zbioréw. Ze wzgledu na cigglosé Q zbiér W(x) jest niepusty i zwarty dla kazdego x. Zdefi-

niujmy: b: B - A,b(x,y)={ac A:0(a,d,...,a) =y, gdzie 0(@,...,a) = x}.

15 Dowéd przeprowadzamy wedtug schematu zaproponowanego przez Topkisa (1995).
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7 monotoniczno$ci Q wynika, ze jest to funkcja malejaca z pierwszym oraz rosngca z dru-
gim argumentem. Niech 0(d,...,d)=x. Wtedy b(x,)= B‘X — A jest ciagla, poniewaz funkcja
o(,a,...,a): 4 —>BL jest ciagla bijekcja, a zbiér 4 jest zwarty. Poniewaz Q ma rosnace przyrosty,
jest monotoniczna i cigglta, wiemy, ze:

(Va">ae A)(Va'>a € A)(a'e A) takie, ze a">a'>a, ze:

0(a",ad,...,a)-Q0(a,d,...,a)=0(a'",a",...,a"y—Q(a,d",...,a").

Taka sama zmiana warto$ci Q moze wiec by¢ osiggnieta w wyniku nizszej zmiany a dla wiek-
szych wyboréw pozostatych graczy. CzesSciowa funkcja odwrotna do Q, tj. b(x,") = B‘x —>AcCR,
ma zatem malejgce przyrosty z parg (x, y).

Za pomoca funkcji b decyzje kazdego gracza mozna sprowadzi¢ do:

F(b(x,y),
max (b(x,»),¥)

Zauwazmy, ze maksymalizowana funkcja jest supermodularna z y i pélciggla z géry wzgledem
y. Zastosujemy teraz wyniki lematu 1. W dowodzie lematu obliczamy warto$¢ funkcji F dla pierw-
szego argumentu b(x',y")+b(x,y)—b(x', y). Stosujac lemat 1, musimy sie wiec upewnié, ze argument
jest dostepny, tj. 0 < b(x',y")+b(x,y)—b(x',y) <a . Otrzymujemy to na mocy malejacych przyrostow
b, jej monotonicznodci oraz b(-')20; 0<b(x,y)—b(x',y)<b(x',y")+b(x,y)-b(x",y)<b(x,y")<a.
Funkcja F(b(x,y),»y) ma rosngce przyrosty miedzy (x, y).

Wiedzac, ze Q jest zbiorem czeéciowo uporzadkowanym, a W(x) zwartym (por. Milgrom,
Shannon 1994), a wiec domknietym taficuchem dla kazdego x, otrzymujemy na moc twier-
dzenia Topkisa (Topkis 1968), ze dla kazdego x € Q zbiér argmax,, ., F jest niepu-
stym, domknietym lancuchem, a ponadto jest niemalejacy na Q (por. Veinott 1992). Niech
BR:Q=Q,BR(x) =argmax ., F(b(x,y),x). Stosujac twierdzenie Veinotta (1992) oraz Zhou
(1994), uogblniajace twierdzenie Tarskiego, dla odwzorowania BR, otrzymujemy wniosek,
ze zbior punktéw statych BR jest niepustg krata zupelna, a wiec w szczeg6lnoéci ma najwiekszy
i najmniejszy element. Zauwazmy, ze punkty stale odwzorowania BR sa symetrycznymi réwnowa-
gami Nasha gry I.

Dowdd twierdzenia 4.2. Niech a,a beda dwiema r6wnowagami Nasha. Pokazemy, nie wprost,
ze nie moze zachodzi¢ (w porzadku po wspélirzednych) @ > a z przynajmniej jedng ostra nieréw-
noscig. Z warunku réwnowagi Nasha dla ¢ mamy:

F(a',Q(a",a ") <F@',0@',a)
Laczac te zalezno$¢ z wlasnoscia jednokrotnego przeciecia, otrzymujemy:

F(a',Q(a',a") < F@@',0@@" a™))

Przeczy to, ze a jest Scista réwnowaga Nasha albo r6wnowagg Nasha, gdy wtasnosé jednokrot-
nego przeciecia jest $cista.

Dowdd twierdzenia 4.3. Wynika bezpoérednio z monotonicznoéci funkcji wyplaty F po a’ przy
ustalonym poziomie ¢ dla kazdego gracza i.
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Dowéd twierdzenia 4.4. Dla [ = 2 z twierdzenia 4.2 mamy, ze wystepowanie wigcej niz jed-
nej rownowagi Nasha oznacza, ze dla dwéch dowolnych réwnowag Nasha: (a',a’) i (b',b*) za-
chodzi ¢' >b' i a® <b?. Z warunku réwnowagi Nasha dla (b',b*) i monotonicznosci funkcji Q
otrzymujemy:

F'(',00',b*) 2 F'(a',0(a",b)) > F'(a', 0(a',a”))

Laczac powyzszg nieréwnoé¢ z analogicznymi warunkami dla drugiego gracza, otrzymujemy
teze twierdzenia 4.4. Dla wypadku 7 > 2 oraz réwnowag Nasha z ta sama wartoScig Q postepujemy
analogicznie.

Dowdd twierdzenia 5.1. Zgodnie ze schematem znanym z prac Amir (1989), Sundaram (1989a)
oraz przeksztalceniem zaproponowanym w dowodzie twierdzenia 4.1 rozpatrzmy nastepujace
przeformulowanie gry I'?. Niech dla zadanej niemalejacej i pélciaglej z géry stacjonarnej strategii #:

#a) =g (n(q)---.1(q).9) (1)
A
Poniewaz g jest ciagle i monotoniczne, znajomoéé ¢ wystarcza do okreslenia 5. Oznaczmy:
g,(q) = g(a,n(q).....,n(q),q) oraz g,(@)=g(0,7(9).....n(9),q) » 8dzie ¢ jest zadane réwnaniem (5).
Rozpatrzmy zbidr B, = {(¢',q):q €Q,3a € 4,q4'= g(a,n(q)....,1(q),q)}, gdzie 1 jest zadane przez ¢.
Zdefiniujmy odwzorowanie b, :B, — A takie, ze b(y,q)={a< 4:g(a,n(q),...,n(q),q) =y}, gdzie
znéw ¢ jest zadane réwnaniem (1). Analogicznie do dowodu twierdzenia 4.1 tatwo wykazac, ze b,
jest funkcja, a b,(.q): B¢‘q — A jest ciggla.
Zadanie poszukiwania najlepszej odpowiedzi danego gracza na zadana, symetryczng, stacjo-
narng strategie Markowa pozostatych graczy przedstawia sig nastepujaco:

max > B'F (b, (y,,4,).,) 2)

(3 )iZo 1=0

gdzie (Vt)y, € [§¢(q,),§¢ (g)] oraz q,,, =y,,q, €Q. Zdefiniujmy nastepujace réwnanie Bellmana:

M,(q)= max {F(b,(y,q),q)+ M ()} (3)

velg ,(@).84(q)]

i zbior d={4:Q->Q ‘¢ jest poélciggle =z gdéry i niemalejace}. Niech odwzorowanie
X, (@) =1ye [g,(9),8,()]: M ,(q) = F(by(y,9),q)+ fM ,(y)} oznacza zbiér maksymalizatoréw
ré6wnania Bellmana.

Po tych oznaczeniach dowdd twierdzenia rozpoczniemy (lemat 2) od wykazania, ze rozwiaza-
nie réwnania Bellmana (3) odpowiada rozwigzaniu problemu (2) dla pélciaglej z géry i niemaleja-
cej strategii . W lemacie 3 wykazemy istnienie jedynej najlepszej odpowiedzi gracza i na zadang
strategie graczy —i na danej dziedzinie strategii. W twierdzeniu 1, taczac wyniki lematéw 2 i 3 oraz
uzywajac wynikéw lematu I1.10 (Sundaram 1989a) i 1-3 (Sundaram 1989b), zdefiniujemy oraz wy-
kazemy ciagglo$¢ odwzorowania pomiedzy przestrzenia zagregowanych strategii pozostatych gra-
czy —i a przestrzenia zagregowanych strategii wszystkich graczy. Zastosowanie twierdzenia Schau-
dera o punkcie stalym skonczy dowdéd.
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Uwaga: Sundaram (1989a) dla unikniecia probleméw brzegowych rozszerza analizowang
przestrzen zmiennej stanéw, a nastepnie wykazuje, ze rownowaga Nasha otrzymana na takiej
przestrzeni pozostaje rGwnowaga po ograniczeniu przestrzeni zmiennej stanéw do analizowanej
w modelu. Taka metoda jest skuteczna takze w analizowanym modelu. Dla uproszczenia notacji
pominiemy jednak ten krok, odsylajac czytelnika do pracy Sundaram (1989a).

Lemat 2. Niech gracze —i uzywajq niemalejacej, stacjonarnej, pélciaglej z gory strategii 5. Wte-
dy istnieje najlepsza odpowiedz gracza i:7 (tj. rozwiazujaca problem maksymalizacyjny (6) dla za-
danej 7).

Dowéd lematu 2. Analogicznie do dowodu przedstawionego w pracy Sundaram (1989a) niech
BU oznacza przestrzen ograniczonych, pélciaglych z gory funkcji: Q — 4 z metrykg supremum.
Zdefiniujmy operator A:

(Am)(q)= _max {F(b,(y,q),q)+ fm(y); 4)

Velg,(0).8,(9)]

Latwo wykazaé, ze Am nalezy do BU, a operator A jest zblizajacy. Poniewaz BU jest zupelng
przestrzenig metryczng, na mocy zasady Banacha ma jedyny punkt staty M, =AM, a odwzoro-
wanie maksymalizatoréw z réwnania (4) dla m=M , ma (mierzalny) wybor: 7. To, ze 7 jest roz-
wigzaniem problemu, wynika z zasady maksimum i obserwacji, ze F jest ograniczona. Ponadto
funkcja wartosci M, jest rosngca na Q.

Lemat 3. Niech g(g) = max X ,(¢) bedzie najwyzszym wyborem X z dla kazdego ¢. Wtedy 4 jest
jedynym pélciggtym z géry wyborem z X.

Dowdd lematu 3. Dla uproszczenia pomijamy subskrypty oznaczajace strategie ¢. Na mocy
zalozen funkcja b ma malejace przyrosty pomiedzy zmiennymi (y, g). W polaczeniu z wklestos-
cig oraz rosnacymi przyrostami F (wzgledem g, ¢) otrzymujemy, ze F(b(y,q),q)+ M (y) ma Sci-
Sle rosnace przyrosty z (3, ¢). W konsekwencji (por. Milgrom, Shannon 1994) wszystkie optymal-
ne wybory z odwzorowania X sa niemalejace z g. W szczeg6lnosci funkcja ¢(q) = max X (@) jest
niemalejaca na zwartym zbiorze Q, a wigc jest prawie wszedzie ciggta. Aby niemalejaca funk-
cja ¢ byla polciggla z géry, wystarczy wykazac, ze jest prawostronnie ciggla w kazdym punkcie
nieciaglosci.

Niech ¢ bedzie punktem niecigglosci . Rozpatrzmy malejacy ciag (g,)~, zbiegajacy do ¢
z prawej strony. Odpowiadajacy (g,)”, ciag (é(q”))fzo jest monotoniczny i ograniczony, a wiec
zbiezny. Punkt zbieznosci tego ciggu oznaczymy przez ¢. Widac, ze ¢ > g(q). Nastgpnie wykaze-
my, nie wprost, ze 45 = ¢f(q).

Niech ¢ < ¢(g). Z monotonicznosci F mamy:

F(b(y,q,),q,)+ M (y) > F(0(Y:4,.1):4,0) + PM(y) >...> F(b(y,q),q) + fM ().

Wiedzac takze, iz g oraz g sq polciagle z gory i rosnace, wiemy, ze dla » odpowiednio duzego
zachodzi: max F(b(y,qj),qn )+ M (y) > max F(b(y,q),q) + SM (y), gdzie max jest brany wzgledem
zbioréw dostepnych dla odpowiedniej zmiennej stanu.

W przeciwienstwie do modelu rozpatrywanego przez Sundaram (1989a) zbiér dostepnych de-
cyzji [g(-),g(-)] jest rosnacy wzgledem silnego porzadku Veinotta (Veinott 1992), co moze prowa-
dzi¢ do tego, ze decyzja dostepna dla ¢ nie musi byé juz dostgpna dla ¢,. Niemniej jednak z monoto-
niczno$ci i pélciaglosci z gory funkeji g,g wnioskujemy o ich prawostronnej cigglosci. Jezeli wiec
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#(q) e [g(9).g(q)], to w przypadku duzego n wartos¢ #(q) musi byé dostepna takze dla zmiennej

stanu ¢,. Gdy d(q) = g(q), wtedy z prawostronnej ciaglosci g i cigglosci /i b mamy takze zagwa-

rantowane istnienie odpowiednio duzego n, dla ktérego analizowana nieréwnos¢ bedzie spetniona.
Dalej:

F(b($(q,).9,)-9,)+ BM($(q,)) > F(0($(q,,):9,0):d0ir) + BM((q,..1)) > ... > F(b(.9),q) + FM (§),

skad wynika, ze dla duzych » zachodzi:

F(b(6(q,).9,):9,)+ BM($(q,)) < F(b(¢,9),q) + BM () < F(b((q).4,).4,) + BM ($(q)),
co przeczy definicji 4.

To, ze funkcja g jest jedynym pélciaglym z géry wyborem z X, udowadniamy analogicznie do
dowodu lematu II.7 w pracy Sundarama (1989a).

Twierdzenie 1. Gra I'” ma symetryczng rownowage Nasha doskonalg ze wzgledu na pod-
gry na zbiorze BU. R6wnowagowe profile strategii sa wiec niemalejacymi, pélciaglymi z géry
funkcjami q.

Dowdd twierdzenia 1. Zauwazmy, ze zbiér @ jest zwarty (w topologii zbieznosci punkto-
wej) i wypukly. Zdefiniujmy operator B z ® w ® przez B(¢)(q) = ¢(¢q). Poniewaz ® jest zbiorem
zwartym i wypuklym, a B jest ciggly (por. Sundaram 1989a; 1989b) w topologii zbieznosci punk-
towej na mocy twierdzenia Schaudera wiemy, Ze B ma punkt staly B§ =¢. Dalej otrzymujemy:
#(q)=gn(q)s-..n(q),q) = g(77(9)-1(q)s-.-.1(q),q) = #(q), a wigc 7=7. Profil strategii (77,...,77)
jest symetryczng réwnowagg Nasha gry I'°. Zauwazmy, ze 7 jest niemalejaca i potciagla z gory.

Dowéd twierdzenia 5.2. Zauwazmy, ze dla poélciaglych z géry i niemalejacych strategii
funkcja Z ze zbioru wartosci agregatu w ten sam zbidr jest niemalejaca i péiciagta z géry. Zgod-
nie z twierdzeniem Tarskiego ma zatem najmniejszy i najwiekszy punkt staly, bedacy stanem
ustalonym dynamiki dobra publicznego w tej gospodarce. Pélciagglosé z géry funkceji Z gwaran-
tuje zbiezno§¢ iteracji rozpoczetych od maksymalnego poziomu dobra publicznego do najwigk-
szego punktu stalego.
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The characteristics of the equilibrium set in submodular games
with individual supply of public goods

Abstract

The work analyzes a static and a dynamic economy with individual supply of expenditure on
public good. The article aims at giving conditions sufficient for the existence of Nash equilibrium
for a game describing such economies and providing the characteristics of the structure of a set of
such equilibria for general production functions of public good.

The methods used are based on the results of optimizing super- and submodular functions
(Topkis 1995) and are a generalisation of a wider class of method aggregates used in Amir, Lamb-
son (2000) and Sundaram (1989a).

Keywords: public goods, strategic substitution, submodular games





