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Jednoczynnikowe modele Vasicka
oraz CIR — analiza empiryczna na
podstawie danych z polskiego rynku
obligacji skarbowych*

Marcin Stamirowski

Wprowadzenie

Jednoczynnikowe modele terminowej struktury st6p
procentowych zajmuja wazne miejsce w monografiach
dotyczacych modelowania st6p procentowych?!. Naj-
czesciej jednak oméwienie dwoch klasycznych modeli
Vasicka (1977) oraz Coxa, Ingersolla i Rossa (w dalszym
ciagu zwanego CIR, 1985) sprowadza sie do wskazania
wad, ktére utrudniaja ich praktyczne wykorzystanie.
Opracowania zawierajace rzetelna, poglebiona analize
wlasnosci tych modeli naleza do rzadko$ci?. Podstawo-
wa tego przyczyna jest fakt, ze w ostatniej dekadzie po-
jawily sie liczne modele struktury terminowej, ktére
z powodzeniem zastepuja modele klasyczne w zdecy-
dowanej wiekszosci zastosowan. Proste przyblizenia
krzywej zerokuponowej dokonywane sa na podstawie
danych z rynku swapéw walutowych lub swapéw
opartych na stopach procentowych. W wycenie bar-
dziej skomplikowanych instrumentéw, takich jak np.
opcje na obligacje czy skomplikowane opcje egzotycz-
ne, wykorzystuje sie bardziej wyrafinowane modele,
ktére umozliwiaja idealne dopasowanie do obserwowa-
nej struktury terminowej stép procentowych, jak réw-
niez do obserwowanej struktury zmiennosci stép pro-
centowych (np. jednoczynnikowe modele Blacka, Der-
mana i Toya (1990) czy tez Hulla i White'a (1993) lub
schemat HJM (1992)).

* Autor pragnie wyrazi¢ podzigkowanie Pawlowi Przesmyckiemu z Depar-
tamentu Systemu Finansowego NBP za liczne konsultacje oraz pomoc
w uzyskaniu danych.

1 Zob. np. Rebonato (1998), James i Webber (2000), Brigo i Mercurio (2001).

2 Jednym z nielicznych wyjatkéw jest praca Rebonato (1998), gdzie na podsta-
wie przytoczonych badan przedstawiono szczegélowe studium obu modeli.

Pewne wlasnosci modeli klasycznych pozostaja
jednak atrakcyjne pod wzgledem praktycznych zastoso-
wan. Nalezy do nich zaliczy¢ przede wszystkim intu-
icyjna interpretacje procesu krétkoterminowej stopy
procentowej, ktéry wykazuje (omdéwiona szerzej
w opracowaniu) wlasnos¢ ,,powrotu do $redniej”. Inna
interesujaca cecha sa znane analityczne postaci wyni-
kowych rozkladéw st6p procentowych. Wiasnos¢ ta nie
tylko bardzo ulatwia estymacje parametr6w modeli
(zwlaszcza w przypadku modelu Vasicka), ale r6wniez
umozliwia dokonywanie prognoz krétkoterminowych
stop procentowych na podstawie skalibrowanych mo-
deli. Ponadto, oba modele umozliwiaja estymacje ryn-
kowej ceny ryzyka.

Celem niniejszego opracowania jest doglebna ana-
liza jednoczynnikowych wersji modeli Vasicka i CIR
pod katem ich przydatnosci do zastosowan empirycz-
nych, w tym w szczegdlnosci do uzyskiwania informa-
cji na temat oczekiwan inwestoréw, dotyczacych przy-
szlych stép procentowych, jak réwniez stopnia ich
awersji do ryzyka. Badania, dokonane przy wykorzysta-
niu danych z krajowego rynku obligacji skarbowych,
obejmowaly wiele etapéw. W pierwszym kroku doko-
nano oszacowania implikowanej krétkoterminowej sto-
py procentowej rynku obligacji. Uzyskany szereg czaso-
wy postuzyl do estymacji parametr6w obu modeli
w mierze rzeczywistej. Oszacowanie rynkowej ceny ry-
zyka wymagalo dopasowania obu modeli do obserwo-
wanej struktury terminowej. Znajomo$¢ wszystkich pa-
rametr6w modeli pozwolila na wyznaczenie krzywych
dyskontowych. Nastepnie dokonano analizy rozktadow
krotkookresowej stopy procentowej, generowanych
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przez oba modele. W szczeg6lnosci poréwnano wilasno-
§ci rozkladéw w mierze rzeczywistej oraz w mierze
neutralnej wzgledem ryzyka, jak réwniez oméwiono
réznice miedzy rozkladami warunkowymi i bezwarun-
kowymi.

Uktad opracowania jest nastepujacy. W czesci dru-
giej przyblizone zostaly podstawowe zalozenia teore-
tyczne oraz wlasnosci modeli. Cze$¢ trzecia obejmuje
zagadnienia zwiazane z empiryczna analiza modeli.
Oméwiono w niej ogélnie stosowane sposoby estyma-
cji wspoélczynnikéw, jak réwniez opisano procedure
oszacowania parametréw zastosowana w niniejszym
opracowaniu. Szczeg6lowej interpretacji, w kontekscie
wydarzen na krajowym rynku obligacji, poddano ewo-
lucje rynkowej ceny ryzyka. Ponadto przeprowadzono
analize prognoz wynikowych krétkoterminowych stép
procentowych droga konstrukeji rozktadéw prawdopo-
dobiefistwa. W czesci czwartej znajduje sie podsumo-
wanie analizy.

Wtasnosci modeli Vasicka oraz CIR

Model Vasi¢ka

Wtasnosci procesu krétkoterminowej stopy procentowej

W modelu Vasicka proces chwilowej stopy procento-

wej w rzeczywistej mierze prawdopodobienistwa® opi-
sany jest stochastycznym réwnaniem rézniczkowym:

dr=a(b-r)dt+odZ €
Parametry a, b oraz o sa stale. Przy zalozeniu T 2t
rozwiazanie (1) ma postac:
T
r=b+(r,— b)e’"(”) +o J-e’ Tz (2)
t

Gestos¢ warunkowa procesu w mierze rzeczywi-
stej jest funkcja gaussowska:

(rT —E[rr‘r,])z
an 2V[rr‘r,] (3)

1
P(Vr"”,)— JZEVI:VT‘V[:I ex

o warunkowym rozktadzie normalnym, o éredniej i wa-
riancji odpowiednio:

3 Miara prawdopodobiefistwa jest pojeciem z zakresu probabilistyki. Koncep-
cje miary rzeczywistej (fizycznej) oraz neutralnej wzgledem ryzyka leza u pod-
staw tzw. martyngatowej teorii wyceny instrumentéw finansowych. Najogél-
niej, warto$¢ instrumentu finansowego jest réwna oczekiwanej warto$ci
zdyskontowanej wyplaty zwiazanej z tym instrumentem, wyznaczonej w mie-
rze prawdopodobienstwa neutralnej wzgledem ryzyka. Obszerne oméwienie
martyngalowej teorii wyceny znalez¢ mozna m.in. w: Duffie (2001).
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E[VT‘r,] =b+e 0N (r—b)

V[VT‘V,] =§—;[l—e_2“(r_')} (4)

Rynkowa cena ryzyka w modelu Vasicka jest sta-
tym parametrem:

A (r, t)= A (5)

Dostosowanie (1) do procesu w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka nastepuje poprzez przeksztalcenie
parametru b, okreslajacego ,$redni”, dlugoterminowy
poziom stopy procentowe;:

b*=h— ﬂ
“ (6)

Parametry a oraz 0 pozostaja niezmienione. Ge-
sto§¢ warunkowa procesu w mierze neutralnej wzgle-
dem ryzyka jest identyczna z (3) przy uwzglednieniu
przeksztalcenia (6).

Cena obligacji zerokuponowej

Cena obligacji zerokuponowej w modelu Vasicka jest
funkcja chwilowej stopy procentowej r, czasu kalenda-
rzowego t oraz terminu zapadalnoéci T; P = (1, t, T).
Opisuje ja nastepujaca analityczna formuta:

P(r,t,T)=B(t,T)e """ 7)
przy czym:
1= e T
A(t,T)=f
A(6,T)-(T- b —ato =L 2
O e Oer-a0-) [oary
a 4a

Formule (7) mozna zastosowa¢ pod warunkiem
znajomosci parametréw procesu chwilowej stopy pro-
centowej w mierze neutralnej wzgledem ryzyka: a, B, o
oraz A. Problem estymacji parametréw zostanie omo-
wiony w dalszej czeéci opracowania.

Model CIR
Wrhasnosci procesu krétkoterminowej stopy procentowej
Proces chwilowej stopy procentowej w mierze rzeczy-

wistej opisany jest stochastycznym réwnaniem roz-
niczkowym o postaci:
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dr=a(b—r)dt+c7x/;dZ (8)

Podobnie jak w modelu Vasitka, parametry a, b
oraz O sa stale. Czynnikiem istotnie rézniacym model
CIR od modelu Vasicka jest fakt, ze wariancja procesu
stopy procentowej jest zalezna od poziomu r. Cecha ta
pozwala na uchwycenie czesto obserwowanej dodat-
niej zaleznodci pomiedzy poziomem stép procento-
wych a ich zmienno$cia. Stochastyczny proces opisany
réwnaniem (8) jest znany jako proces Fellera. Przy za-
fozeniu T 2 t rozwiazanie (8) ma postac:

T
r=b+(r, —b)e'"(r") +oe ™) Je”(”")\/;dZs "
' 9

E[rr‘r,] =b+e (r—b)
Vnln]=r, %z[e’"(r") —e 2 ')} + bﬁ[l —e ’)T

2a

(10)

Gesto$¢ warunkowa procesu w mierze rzeczywi-
stej ma postac:

pln)-ce (2]

ol

1 ()

(11)
gdzie:
o= 2a
{62[1 B efa(sz):| }
u= cr,eia(T*‘)
v=cr,

2ab
= -1
(%)

przy czym I; oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela
pierwszego rodzaju rzedu q. Rozklad warunkowy* jest
postaci X2 (rozklad niecentrowany) o liczbie stopni
swobody 2q+2 oraz parametrze mierzacym ,niecentral-
noé¢” rozkladu réwnym 2u:

F(r,lr, } X [2cr(T);2q + 2;2u]

Konsekwencja zalozenia dodatniej korelacji mie-
dzy poziomem stopy procentowej a jej zmiennoscia jest
fakt, ze rynkowa cena ryzyka — w odréznieniu od mo-
delu Vasicka — réwniez jest funkcja stopy procentowej:

A(rt)=2r
° (12)
przy czym A jest stalym parametrem.
Dostosowanie (8) do procesu w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka nastepuje poprzez przeksztalcenie

4 Zob.: James i Webber (2000), s. 506.
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zarobwno wspoélczynnika wyznaczajacego $redni po-
ziom stopy, jak i parametru odpowiedzialnego za szyb-
kos¢ powrotu do $redniej. W szczegdlnosci:

at*=a+A
w__ab
a+A (13]

Gestos¢ warunkowa procesu w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka ma posta¢ identyczna z (11), z tym ze
do jej wyznaczenia wykorzystane sa parametry procesu
przeksztalcone zgodnie z (13).

Cena obligacji zerokuponowej

Model CIR, podobnie jak model Vasicka, opisuje w po-
staci analitycznej formuly cene obligacji zerokupono-
wej w zaleznosci od poziomu krétkoterminowej stopy
procentowej, czasu kalendarzowego oraz terminu zapa-
dalnosci obligacji:

P(r,1,T)=B(1,T)e """
(14)
przy czym:

A(t,T)

2|:e§(“) - 1:|

B (S+a+ A)[e’(T”) - 1} +28

2ab/c?
I, exp{(& +a+l)(T—t)}

2
(6+a+ i)[ew") - IJ +26

0= [[(a+/’L)z +202J

B(1,T)=

Analiza empiryczna

Estymacja parametréw modeli na podstawie szeregéw czasowych
oraz danych przekrojowych

Znajomo$¢ analitycznych formul, opisujacych warun-
kowy rozklad krétkoterminowej stopy procentowej, po-
zwala w procesie estymacji parametréw obu modeli
wykorzysta¢ jedna z metod stosowanych w ekonome-
trii szeregéw czasowych. Zbiorem danych jest w takim
przypadku szereg czasowy stopy procentowej o okre-
$lonym statym (krétkim) terminie zapadalnosci. Znajo-
mo$¢ analitycznych wzoréw, opisujacych ceny obliga-
cji zerokuponowych, pozwala z kolei na wykorzystanie
metody optymalizacji nieliniowej. W takim przypadku
zbiér danych stanowia ceny lub stopy dochodowosci
obligacji o réznych terminach zapadalnosci, obserwo-
wane w okreslonym momencie. W praktyce okazuje
sie, ze z tymi r6znymi metodami estymacji parametrow
wiaza sie pewne niedogodno$ci. Gl6wna wada metody
wykorzystujacej dane przekrojowe jest brak sposobu
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zapewniajacego stabilno$¢ parametréw estymowanych
na podstawie danych z r6znych momentéw czasowych.
Jest to sprzeczne z podstawowymi wlasnosciami obu
modeli, ktére postuluja niezmienno$¢ parametrow
w czasie. GI6wnie z tego powodu w opisywanym bada-
niu zrezygnowano z estymacji parametréw w mierze fi-
zycznej na podstawie danych przekrojowych.

Opisywane w literaturze sposoby estymacji para-
metr6w modeli jednoczynnikowych na podstawie sze-
regu czasowego krotkookresowej stopy procentowej
ograniczaja sie do metody najwiekszej wiarygodnosci
(ang. Maximum Likelihood, dalej w tek$cie ML) oraz
uog6lnionej metody momentéw (ang. Generalised Me-
thod of Moments, dalej w tekécie GMM). W kontekscie
rozwazanych modeli pierwszy z wymienionych sposo-
b6w jest bardziej efektywny — wykorzystuje bowiem in-
formacje na temat ogélnej postaci funkcji warunkowej ge-
stosci (ktéra w obu przypadkach jest znana), a nie tylko
jej moment6w. Praktyczne zastosowanie ML do estymacji
modelu CIR jest jednak utrudnione. Dzieje sie tak ze
wzgledu na wlasnosci numeryczne funkcji Bessela, zalez-
nej od estymowanych parametréw, ktéra stanowi jeden
ze skladnikéw funkcji gestosci warunkowej®. Trudno
zwlaszcza dobra¢ takie wartosci startowe parametrow,
ktére nie powodowalyby ,eksplozji” funkcji Bessela.
GMM, mimo ze nie pozwala na pelne wykorzystanie in-
formacji na temat funkecji gestosci, w przypadku modelu
CIR okazuje sie znacznie latwiejsza do zastosowania.

Estymacji parametréw modelu Vasitka dokonano
metoda najwiekszej wiarygodnosci, natomiast w celu
oszacowania parametréw modelu CIR wykorzystano
metode momentéw w wersji zaproponowanej przez
Chana i in. (1992).

Szereg czasowy krétkoterminowej stopy procentowej

Do estymacji parametré6w procesu krotkookresowej sto-
py procentowej najczesciej wykorzystywane sa dane
z rynku pienieznego — takiego, na ktérym przedmiotem
obrotu sa instrumenty o terminie zapadalnosci do jed-
nego roku. W badaniu autorstwa Chana i in. (1992) po-
stuzono sie stopami dochodowosci jednomiesiecznych
bonéw skarbowych. Hérdahl (2000) do estymacji para-
metré6w procesu zmiennoéci w modelu Longstaffa-
-Schwartza wykorzystuje dane dotyczace trzymiesiecz-
nych bonéw skarbowych na rynku szwedzkim. W bada-
niu autorstwa Szczepaniaka (2002) przedmiotem anali-
zy sa stopy depozytéw overnight na krajowym rynku
pienieznym.

Celem dwoéch z przytoczonych opracowan (Cha-
naiin., 1992 oraz Szczepaniaka, 2002) jest zasadniczo
badanie dynamicznych wlasnosci krétkookresowych
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stép procentowych. Dobér danych w kazdym z powyz-
szych przypadkéw jest zatem oczywisty. Niniejsze
opracowanie, w odréznieniu od wyzej cytowanych, ma
na celu ocene przydatnoéci modeli Vasicka oraz CIR
do analizy rynku obligacji. Rynek pieniezny oraz rynek
obligacji mimo oczywistych zwiazkéw stanowia odreb-
ne segmenty rynku finansowego, na ktére wplywaja
rézne czynniki ryzyka. Stosowanie danych z rynku pie-
nieznego do estymacji parametréw modeli stuzacych
do wyceny obligacji wydaje sig zatem kontrowersyjne®.

Centralnym elementem obu rozwazanych modeli
jest jednak proces krotkookresowej (faktycznie chwilo-
wej) stopy procentowej. Problem nosi znamiona para-
doksu: konieczne jest ,,odnalezienie” na rynku obliga-
cji (instrumentéw o pierwotnym terminie zapadalnosci
powyzej roku) informacji o stopach dochodowosci o ar-
bitralnie kr6tkim terminie zapadalnosci — najlepiej ta-
kich, ktére spetniaja warunek: »(t7)=lmR(.T) . Rozwia-
zaniem tego problemu, postulowanym w niniejszym
opracowaniu, jest wykorzystanie modelu Svensso-
na (1994). W modelu tym stopy dochodowoéci obliga-
cji zerokuponowych, obserwowane w chwili ¢, sa funk-
cja terminu zapadalnosci T

R:(T)=/"1+:uz THy

1—exp - 1—exp -t

Wykres | Model Svenssona - ewolucja krzy-
wych zerokuponowych (listopad 1999 r. - gru-
dzien 2002 r,)

Zrddlo: opracowanie wlasne

5 Hordahl (2000) opisuje prolemy zwiazane z numerycznymi wlasnosciami
funkcji Bessela w kontekscie estymacji dwuczynnikowego modelu Longstaffa-
-Schwartza. Szerzej na ten temat zob. rowniez: Rebonato (1998).

6 Wydaje sie, ze fundamentalne znaczenie w tym wzgledzie ma wlasnie kwe-
stia réznic miedzy czynnikami ryzyka wlasciwymi dla obu segmentéw.
W szczegblnosci mozliwa jest estymacja parametréw procesu krotkookresowej
stopy procentowej w mierze fizycznej na podstawie danych z rynku pie-
nieznego. Jednak szacowanie rynkowej ceny ryzyka z wykorzystaniem tych
parametréw na podstawie przekrojowych danych z rynku obligacji nosi zna-
miona braku konsekwencji. Wycena instrumentéw finansowych (w szczeg6l-
nosci obligacji) na podstawie modeli skalibrowanych w tak niespéjny sposéb
wydaje sie mato przydatna.
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Wykres 2 Stopa O/N rynku pienieinego oraz wynikowa stopa O/N na podstawie modelu

Svenssona

35

30

Stopa O/N - model Svenssona

25 'l r

—— Stopa O/N - rynek pieniezny

ol

A 4 :
PR
10 I

Zrddio: opracowanie wiasne

Estymacja parametrow i, l, U fly Ty oraz T, doko-
nywana jest najczesciej metoda optymalizacji nielinio-
wej (dopasowanie do danych przekrojowych: cen lub
dochodowosci obligacji obserwowanych na rynku).
W istocie model Svenssona pozwala na wygodne opisa-
nie danych z rynku obligacji za pomoca szesciu para-
metré6w. Umozliwia zatem rozwiazanie wyzej wspo-
mnianego paradoksu: za jego pomoca mozliwe jest uzy-
skanie z rynku obligacji danych dotyczacych (impliko-
wanej) chwilowej stopy procentowe;j.

Zbiér danych, na podstawie ktérych dokonano es-
tymacji modelu Svenssona, obejmowal dzienne obser-
wacje cen obligacji bedacych przedmiotem obrotu
na krajowym rynku miedzybankowym w okresie od 8 li-
stopada 1999 r do 16 grudnia 2002 r. 7 Wykres 1 przed-
stawia zerokuponowe krzywe dochodowosci, skonstru-
owane na podstawie oszacowanych parametréw modelu.

Do wyznaczenia szeregu czasowego ,.chwilowej”
stopy procentowej przyjeto okres trwania réwny jedne-
mu dniu, wyrazonemu jako utamek roku, 7 = 1/2508.
Skonstruowany zbiér danych mozna zatem interpreto-
wac jako szereg wynikowych stép overnight (O/N), wy-
znaczonych dla rynku obligacji skarbowych.

Wykres 2 doskonale obrazuje podstawowa przy-
czyne wykorzystywania w badaniu wynikowych stép
O/N na podstawie modelu Svenssona zamiast stop O/N
rynku pienieznego. Te ostatnie podlegaja wahaniom
w zaleznosci od tego, czy na rynku pienieznym wyste-
puje wzgledny nadmiar czy niedobér ptynnosci. Gwal-
towne zmiany stopy O/N obserwowane sa zwlaszcza
pod koniec okresu rozliczeniowego, w trakcie ktérego
banki sa zobowiazane do utrzymywania na rachunkach
biezacych usrednionego poziomu rezerw. Stopy O/N
rynku pienieznego pozostaja pod silnym wplywem
czynnikéw zwiazanych z popytem na plynnosc oraz jej
podaza. Tym samym nie wydaja sie wlasciwe do kon-

7 Informacje na temat cen obligacji zostaly zaczerpniete z bazy danych Depar-
tamentu Operacji Krajowych NBP.

8 Przyjeto zalozenie, ze rok ma 250 dni roboczych.

9 Twierdzenie o zupelnym braku zaleznosci miedzy rynkiem obligacji a ryn-
kiem pienieznym byloby jednak bledne. Pozycje w skarbowych papierach
wartoéciowych sa bowiem finansowane za pomoca instrumentéw takich, jak
depozyty, swapy walutowe oraz transakcje repo, bedace przedmiotem obrotu
na rynku pienieznym.

strukcji modeli wyceny obligacji. Wplyw takich czyn-
nikéw, jak np. oczekiwania inflacyjne, oczekiwania do-
tyczace krotkookresowych stép procentowych badz
oczekiwania dotyczace podazy instrumentéw skarbo-
wych, jest w przypadku obligacji znacznie silniejszy
niz wplyw biezacych wydarzen na rynku pienigznym®.
Nie nalezy jednocze$nie ignorowa¢ faktu, ze (jak wska-
zuje chociazby wykres 2) wspélzmiennosé stép rynku
pienieznego oraz st6p rynku obligacji jest znaczna. Zja-
wisko to spowodowatl jednak fakt, ze na oba segmenty
rynku finansowego od 2001 r. dziataty czynniki powo-
dujace stopniowa redukcje stép. W przypadku rynku
pienieznego pierwszorzedne znaczenie miat cykl obni-
zek st6p banku centralnego, ktéry zostal zapoczatkowa-
ny w lutym 2001 r. Z kolei do spadku stop rentownosci
obligacji przyczynily sie przede wszystkim oczekiwa-
nia na obnizki stép NBP. Od sierpnia 2001 r. na pierw-
szy plan wysunely sie efekty tzw. convergence play —
strategii inwestycyjnej, zwiazanej z oczekiwaniami
na stopniowe dostosowanie ksztattu polskiej krzywej
dochodowosci do ksztattu krzywej wlasciwego dla stre-
fy euro, wraz z postepem proceséw integracji Polski
z Unig Europejska. Oczekiwania te nasility sie w obli-
czu znacznych postep6w negocjacyjnych, jakie stro-
na polska poczynila w 2002 r.

Drugi etap badania obejmowal estymacje parame-
tr6w modeli Vasicka oraz CIR na podstawie wyzej omo-
wionego szeregu czasowego implikowanych stép O/N.
Estymacji dokonano w ruchomym ,,0oknie”: parametry
na dzien t szacowano na podstawie obserwacji z prze-
dzialu [ — 249; t{] Przeslanka takiego zabiegu byto da-
zenie, aby wyceny obligacji dokonywa¢ na podstawie
zbioréw danych o identycznej dlugosci. Liczbe 250 ob-
serwacji przyjeto jako wariant kompromisowy. Z jednej
strony konieczne bowiem bylo zapewnienie odpowied-
nio diugiego szeregu czasowego. Z drugiej strony nale-
zalo réwniez uwzgledni¢ efekt ,krotkiej pamieci” ryn-
kéw finansowych, ktéry powoduje, ze w procesie wy-
ceny instrument6w finansowych wazna role odgrywaja
jedynie dane historyczne ze stosunkowo nieodleglej
przeszioéci'®.

10 Obserwacja ta ma charakter heurystyczny i nie zostala zweryfikowa-
na droga badan empirycznych.
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Powaznym problemem, zwiazanym z przyjeciem
ruchomego ,,0kna obserwacji”, jest implicite zniesienie
podstawowego zalozenia o braku zmiennosci w czasie
parametréow procesu chwilowej stopy procentowej
w obu modelach. Jak wskazuja wyniki estymacji, omoé-
wione w dalszej czeSci opracowania, problem ten
wprawdzie wystepuje, jednak nie przejawia sie szcze-
gélnym brakiem stabilno$ci parametréw w krétkich
okresach. W dalszym ciagu, kierujac sie wzgledami
pragmatycznymi, jako podstawowe kryterium oceny ja-
kosci dopasowania modeli do danych przyjeto staty-
styczne wlasnosci oszacowan.

Estymacja rynkowej ceny ryzyka

Estymacja modeli na podstawie obserwowanego szere-
gu czasowego krotkookresowej stopy procentowej po-
zwala na oszacowanie parametréw procesu w mierze fi-
zycznej. Wycena instrumentéw finansowych (w szcze-
gblnosci obligacji) w rozwazanych modelach wymaga
z kolei znajomosci parametréw procesu w mierze wol-
nej od ryzyka, ktére zaleza m.in. od wartosci A (por.
réwnania (6) oraz (13)). Zalecanym w literaturze roz-
wiazaniem problemu jest oszacowanie rynkowej ceny
ryzyka na podstawie danych przekrojowych (zob.
na ten temat m.in. Ait-Sahalia, 1996). Problem polega
na minimalizacji sumy kwadratéw réznic miedzy ob-
serwowanymi a teoretycznymi cenami instrumentéw
finansowych:

i= arg min Z (Pobx (‘L’)— preoret (‘L’ ))2
oo (16)

W obu przypadkach za P°bs (1) podstawiono wek-

11W tym celu postuzono sie prostym przeksztalceniem formuly (15):
P;=exp (-R (1) 7).

12 Wigksza ,,gestos¢” t (0,1 roku) na odcinku do 1 roku, wobec 0,5 roku na od-
cinku powyzej 1 roku do 10 lat byta podytkowana dazeniem do mozliwie
wiernego odzwierciedlenia ksztaltu krotkiego konca krzywej zerokuponowej
Svenssona (wobec probleméw zwiazanych z jego stabilnoécia). Ze wzgledu
na bardzo plytki rynek wtérny obligacji WS0922 (do konca 2002 r. odbyly sie
dwa przetargi obligacji tej serii i w ich wyniku na rynek wtérny trafily obliga-
cje o warto$ci nominalnej jedynie 1,4 mld PLN) zdecydowano o wykorzysta-
niu odcinka krzywej do 10 lat.
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tor 28 teoretycznych cen obligacji zerokuponowych,
wyznaczonych na podstawie modelu Svenssonall,
o terminach zapadalnoéci 7 = [0,1; 0,2;...; 1; 0; 1,5; 2;
0;..., 10,0]'2. Za Pteoret (1) podstawione zostaly teore-
tyczne ceny obligacji zerokuponowych, odpowiednio
(7) w przypadku modelu Vasicka oraz (14) w przypad-
ku modelu CIR. W obu przypadkach do wzoréw na ce-
ny obligacji Pt¢°ré (1) podstawione zostaly oszacowane
wartoéci parametréw w mierze rzeczywistej. Problem
sprowadzal sie zatem do minimalizacji wyrazenia (16)
ze wzgledu na parametr A.

Wyniki obliczen'3
Rynkowa cena ryzyka — oszacowania oraz interpretacja

Wykres 3 przedstawia oszacowania rynkowej ceny ry-
zyka w obu modelach, opisanej formutami odpowied-
nio (5) oraz (12). W dalszej artykulu dokonano intepre-
tacji ewolucji rynkowej ceny ryzyka w kontekscie wy-
darzen, ktére w analizowanym okresie mialy wplyw
na ceny obligacji na krajowym rynku miedzybanko-
wym.

Przefom lat 2000 i 2001

Pod koniec 2000 r. wsréd inwestoréw dominowalo
przekonanie o tym, ze Rada Polityki Pienieznej w obli-
czu oznak ostabienia dynamiki gospodarczej zadecydu-
je o zlagodzeniu nastawienia w polityce pienieznej.
Pierwsze sygnaly potwierdzajace te oczekiwania poja-
wily sie pod koniec roku. Nie przyjety one jednak for-
my oczekiwanych przez rynek obnizek st6p procento-
wych — w grudniu Rada Polityki Pienieznej ogtosita
zmiane nastawienia w polityce monetarnej z restrykcyj-
nego na neutralne. Pierwsza decyzja o cieciu stép pro-
centowych zostala podjeta pod koniec lutego 2001 r.

13 W niniejszym opracowaniu przedstawiono jedynie oszacowania rynkowej
ceny ryzyka obu modeli. Pelny zestaw oszacowan wszystkich parametrow, jak
roéwniez ich wlasnosci statystyczne, sa dostepne u autora.

14 Wedlug danych Ministerstwa Finanséw, wysokos¢ deficytu budzetowego
w lutym 2001 r. stanowila 58,2% kwoty planowanej na caly rok. Analogicz-
na wielko§¢ w marcu siegala juz 73,3%.

Wykres 3 Modele Vasicka oraz CIR - rynkowa cena ryzyka

20 -

— Vasicek

5

CIR

10

K_M

Zrddto: opracowanie wlasne



BANK 1 KREDYT /ipiec 2003

Ostrozno$¢ w zmianie kierunku polityki pieniez-
nej cztonkowie RPP motywowali m.in. niedostateczna
restrykcyjnoscia polityki fiskalnej. Uczestnicy rynku
obligacji, majac $wiadomos$¢ skali zagrozen zwiaza-
nych z realizacja ustawy budzetowej w 2001 r. 4 oraz
znajac stanowisko RPP w tej kwestii, stopniowo nabie-
rali przekonania, ze tempo oraz skala cie¢ stop procen-
towych nie beda takie, jak wskazywataby kondycja go-
spodarki. W konsekwencji, dokonywali oni rewizji
swoich wczesniejszych oczekiwan co do tempa obni-
zek stop procentowych banku centralnego.

Trudna sytuacja budzetowa byla postrzegana nie
tylko przez pryzmat polityki pienieznej. Klopoty z re-
alizacja budzetu oznaczaly koniecznos$¢ emisji skarbo-
wych papieré6w wartosciowych. Oczekiwany przez in-
westoréw wzrost podazy obligacji byt istotnym czynni-
kiem odpowiedzialnym za stopniowe splaszczanie ze-
rokuponowej krzywej dochodowosci w pierwszej poto-
wie 2001 r. (widoczne na wykresie 1).

W $wietle powyzszego, wzrost rynkowej ceny ry-
zyka, obserwowany na przetomie lat 2000 oraz 2001 r.
(por. wykres 3), interpretowany jest jako odzwiercie-
dlenie zwiekszenia niepewnosci inwestoréw co
do tempa i skali obnizek st6p procentowych, jak row-
niez obaw zwiazanych ze spodziewana zwiekszona po-
daza skarbowych papieréw wartosciowych.

Przelom lat 2001 i 2002
Podobny przebieg miaty zjawiska, ktére wplywaly na rynek
obligacji na przelomie lat 2001 oraz 2002. Réwniez wéw-
czas silne oczekiwania na kolejne ciecia stop procentowych
banku centralnego ulegly stopniowej korekcie. Ponownie
nasilily sie obawy przed zwiekszona podaza obligacji.

Dodatkowym czynnikiem zwiekszajacym ryzyko
inwestowania na rynku polskim byt kryzys finansowy
i gospodarczy w Argentynie, ktéry bardzo szybko prze-
rodzit sie w ostry konflikt spoleczno-polityczny. Sytu-
acja w Argentynie wzmogla awersje do ryzyka inwe-
storéw angazujacych kapital portfelowy w innych kra-
jach grupy tzw. emerging markets, do ktérych zalicza-
no Polske.

W konsekwencji w omawianym okresie ponownie
wystapil znaczny wzrost rynkowej ceny ryzyka.

Rynki i Instytucje Finansowe 4|

Rok 2002
W 2002 r. na krajowym rynku obligacji z cala moca ujaw-
nily sie konsekwencje strategii stosowanej przez zagra-
nicznych inwestoréw, znanej jako convergence play. Pole-
ga ona na nabywaniu dtugoterminowych papier6w skar-
bowych w krajach kandydujacych do Unii Europejskiej.
Perspektywy czlonkostwa w UE rodza (racjonalne) oczeki-
wania stopniowego obnizania sie stép procentowych
w krajach kandydackich do pozioméw wiasciwych dla
strefy euro. W przypadku papieréw skarbowych spadek
ich rentownosci jest rtéwnoznaczny ze wzrostem ich cen,
a tym samym oznacza zyski dla inwestoréw, ktérzy posia-
daja takie instrumenty w swoich portfelach. Zjawisko co-
nvergence play, znane z dodwiadczeft wezesniejszych kra-
jow kandydackich (w szczeg6lno$ci Wioch i Hiszpanii),
bylto powszechnie oczekiwane réwniez w przypadku kra-
jow Europy Srodkowej i Wschodniej i ostatecznie przy-
bralo charakter samospelniajacej sie prognozy.

Pierwsze oznaki convergence play zaobserwowano juz
w sierpniu 2001 r. Dopiero jednak z perspektywy p6zniej-
szych wydarzen na rynku obligacji mozliwe bylo dokonanie
pelniejszej oceny przyczyn gwattownej aprecjacji polskich
skarbowych papieréw wartosciowych. Stalo sie jasne, ze
tendencja zapoczatkowana w pofowie 2001 r. zostata wywo-
fana czynnikiem o fundamentalnym znaczeniu, ktérym by-
ty oczekiwania przyjecia Polski do Wspélnoty Europejskie;j.

Wozrostowe tendencje cen obligacji podtrzymywane
byly w 2002 r. korzystnymi informacjami na temat poste-
péw w zamykaniu kolejnych rozdziatéw negocjacyjnych
w rokowaniach dotyczacych warunkéw przyjecia Polski
do Unii Europejskiej. W czwartym kwartale niezwykle
istotnym czynnikiem redukujacym ryzyko stat sie pozy-
tywny wynik pazdziernikowego referendum w Irlandii,
ktére formalnie miato zadecydowac o przyjeciu przez Ir-
landczykéw postanowien Traktatu Nicejskiego, nato-
miast faktycznie stanowilo o przyszlosci postepéw inte-
gracyjnych. W listopadzie 2002 r. ogloszono formalna da-
te przyjecia krajow kandydujacych do Unii (1 maja 2004 r.).
Uwieniczeniem negocjacji bylo oficjalne zaproszenie kra-
jéw kandydackich, wystosowane do ich przedstawicieli
podczas szczytu w Kopenhadze w grudniu 2002 r.

15 Najlepszym dowodem byt fakt, ze przedtuzajacy sie kryzys argentyniski nie
mial w ciagu 2002 r. istotnego wplywu na zachowania inwestor6w zagranicz-
nych w Polsce i innych krajach kandydackich.

Wykres 4 Modele Vasi¢ka oraz CIR - krzywe zerokuponowe

Zrddlo: opracowanie wlasne




42 Rynki i Instytucje Finansowe

Perspektywa rychtego cztonkostwa Polski w Unii
Europejskiej, w $wietle opisanych wyzej wydarzen, sta-
ta sie realna. Gwaltownie obnizylo sie ryzyko politycz-
ne Polski, postrzegane przez inwestoréw zagranicz-
nych. Radykalnie zmienit sie status Polski, jak réwniez
dziewieciu pozostalych krajéw kandydackich, na tle
innych panistw z grupy emerging markets®.

Ta strukturalna zmiana znalazta odbicie w ewolu-
cji parametréw omawianych modeli. W szczeg6lnosci
znacznie obnizyla sie rynkowa cena ryzyka. W przy-
padku modelu Vasicka parametr ten osiagnat historycz-
nie niski poziom.

Zerokuponowe krzywe dochodowosci

Znajomo$¢ parametréw procesu chwilowej stopy pro-
centowej w mierze wolnej od ryzyka pozwala na wy-
znaczenie, w obu rozwazanych modelach, zerokupono-
wych krzywych dochodowosci (wykres 4).

Uzyskane oszacowania zerokuponowych krzy-
wych dochodowosci charakteryzuja sie dwiema pod-
stawowymi cechami. Po pierwsze, w obu przypadkach
sa zasadniczo identyczne. Ksztalt krzywych, jak réw-
niez ich ewolucja w czasie sa praktycznie takie same
bez wzgledu na to, czy do ich oszacowania zostanie
wykorzystany model Vasicka, czy CIR.

Druga interesujaca cecha jest to, ze w obu wypad-
kach krzywe zerokuponowe przybieraja ptaski ksztatt
dla nieodlegtych terminéw zapadalnosci. W wigkszosci
przypadkéw krzywe staja sie faktycznie ,prostymi”
po terminie zapadalnosci T réwnym 0,5 roku — 1 rok.

Plaski ksztatt krzywych oznacza, ze ich przesunie-
cia praktycznie na catej dlugosci sa réwnolegte. Wta-
snoé¢ ta, zgodna z teoretycznymi przewidywaniami do-
tyczacymi modeli jednoczynnikowych, nie odpowiada
faktycznie obserwowanej dynamice krzywych zerokupo-
nowych. Warto w tym kontekscie przypomnie¢ sytuacje,
ktéra powstata na krajowym rynku obligacji w pierw-
szych miesiacach 2001 r. Inwestorzy dokonali wéwczas
znacznej rewizji swoich oczekiwan dotyczacych tempa
i skali obnizki st6p procentowych banku centralnego, co
znalazlo odzwierciedlenie w postaci stopniowego
splaszczania sie zerokuponowej krzywej dochodowosci.
Efekt ten uwidocznit sie w ksztalcie krzywych na pod-
stawie modelu Svenssona. Wtasnosci modeli Vasicka
oraz CIR uniemozliwiaja uchwycenie tego zjawiska.

Rozktady krétkoterminowej stopy procentowej w modelach Vasicka
oraz CIR

Jak wskazano w czesci teoretycznej opracowania,
w obu przypadkach znana jest analityczna posta¢ funk-
cji warunkowej gestosci krétkoterminowej stopy pro-
centowej. Znajomo$¢ parametréw procesu stopy po-
zwala zatem na wyznaczenie jej wynikowych rozkla-
déw w okreslonym momencie w przysztosci. Wiasnoéé
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ta wydaje sie — pozornie — atrakcyjna pod wzgledem
analitycznych zastosowan obu modeli. Praktyczne jej
wykorzystanie nie jest jednak pozbawione ograniczen.

Interpretacja rozkladow

Hérdahl (2000) przedstawil metode wykorzystania
dwuczynnikowego modelu Longstaffa-Schwartza
do estymacji wynikowych funkcji gestosci krétkoter-
minowej stopy procentowej. O ile zaproponowa-
na metodologia nie budzi zastrzezen, o tyle interpreta-
cja uzyskanych wynikéw, ktéra przedstawit autor, ro-
dzi watpliwo$ci. Zdaniem Hoérdahla (2000, s. 14 i dal-
sze) wynikowe rozklady uzyskane na podstawie mo-
delu Longstaffa-Schwartza odzwierciedlaja oczekiwa-
nia uczestnikéw rynku, dotyczace ksztaltowania sie
stop krétkoterminowych w przysztoéci. Moga by¢ za-
tem stosowane w sytuacjach, w ktérych np. brak roz-
winietego rynku opcji na stope procentowa uniemoz-
liwia wykorzystanie kwotowan opcji do konstrukcji
neutralnych wzgledem ryzyka funkcji gestosci stopy
procentowe™6,

Kwotowania z rynku opcji sa w istocie ksztaltowa-
ne gléwnie przez oczekiwania uczestnikéw rynku co
do realizacji stopy procentowej w przysztosci. Dlatego
tez interpretacja rozkladéw uzyskanych na podstawie
takich kwotowan, w kategoriach oczekiwan rynku, nie
budzi kontrowersjil”.

Z kolei oszacowanie parametréw procesu krétko-
terminowej stopy procentowej jest dokonywane
na podstawie danych historycznych. W konsekwencji,
wynikowe rozklady stopy procentowej skonstruowane
na podstawie modeli struktury terminowej (bez wzgle-
du na to, czy sa to modele jednoczynnikowe, czy tez
wieloczynnikowe, jak model Longstaffa-Schwartza)
moga by¢ interpretowane wylacznie w kategoriach pro-
gnoz z modelu, nie za$ jako odzwierciedlenie oczeki-
wan inwestoréw.

Postac funkcji gestosci w modelach Vasicka oraz CIR
Znajomo$¢ analitycznej postaci funkcji gestosci utatwia
konstruowanie warunkowych rozktadéw stopy procen-
towej. Wada zwiazana z ta wlasnoscia jest jednak nie-
dostateczna elastycznosé uzyskanych rozkltadéw. Gaus-
sowska funkcja gestosci, skonstruowana na podstawie
modelu Vasicka, generuje rozktad normalny. W zalez-
noéci od parametréw procesu, prognozowane przyszle
realizacje krétkookresowej stopy procentowej moga
okazac sie ujemne’8. Z kolei model CIR generuje roz-
ktad o postaci x% ktéry wprawdzie nie przypisuje do-
datniego prawdopodobiefistwa ujemnym realizacjom

16 Sytuacja taka wystepuje m.in. na krajowym rynku finansowym.

17 Metode ta stosuja liczne instytucje finansowe w celu uzyskiwania informa-
cji na temat oczekiwan inwestoréw, dotyczacych przysziego ksztattowania sie
stép procentowych oraz kurséw walut.

18 Ta wlasno$¢ modelu Vasicka jest w wielu opracowaniach wskazywana ja-
ko jego zasadnicza wada.
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Wykres 5 Modele Vasicka oraz CIR - warunkowe rozktady krotkoterminowej stopy procento-
wej (miara neutralna wzgledem ryzyka, oszacowania modeli z 2.08.2002 r.)
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Zrédto: opracowanie wtasne

stopy procentowej, jednak niezmiennie wykazuje pra-
wostronng sko$nosé.

Mata elastycznoéé wynikowych rozkladéw stano-
wi wazny argument przeciwko ich interpretacji jako ob-
razu oczekiwan rynkowych. Symetryczny rozkiad
skonstruowany na podstawie modelu Vasicka, a tym
bardziej prawostronnie skosny rozklad generowany
na podstawie modelu CIR wydaja sie malo realistycz-
nym przyblizeniem faktycznych oczekiwan rynkowych
w sytuacji, gdy np. inwestorzy spodziewaja sie obnizki
krétkoterminowych stép procentowych.

Warunkowe i bezwarunkowe rozktady krétkotermi-
nowej stopy procentowej

Wykres 5 prezentuje warunkowe rozklady krétkotermi-
nowej stopy procentowej, uzyskane na podstawie osza-
cowan parametréw modeli z 2 sierpnia 2002 r.

Oba procesy kréotkoterminowej stopy procento-
wej sa stacjonarne. Oznacza to, ze wraz z wydluza-
niem horyzontu prognozy warunkowy rozktad krét-
koterminowej stopy procentowej stopniowo staje sie
zbiezny z rozktadem bezwarunkowym?2°. W przypad-
ku modelu Vasicka momenty rozktadu warunkowego
w mierze rzeczywistej sa opisane wzorami (4). Na ich
podstawie mozna wyznaczy¢ momenty rozkladu bez-
warunkowego:

E[r]= (T{iorgwE[rr‘n] =b

Vr]= Jim V[l )=

Analogicznie, w przypadku modelu CIR przy wy-
korzystaniu formul (10) mozliwe jest wyznaczenie
momentéw rozkladu bezwarunkowego w mierze rze-
czywistej:

19 W analizowanym okresie sytuacja taka wystapita wielkokrotnie. Oczekiwa-
nia na obnizki nasilaly si¢ zwlaszcza w okresach bezposrednio poprze-
dzajacych ogloszenie decyzji RPP.

20 Wlasno$¢ ta zachodzi dla rozkladéw warunkowych zar6wno w mierze rze-
czywistej, jak i w mierze neutralnej wzgledem ryzyka.

21 Sytuacja taka miata m.in. miejsce w dniu, dla ktérego zaprezentowano osza-
cowania rozkladéw.

E[r]:(T[it)nle[rT‘n] =b

2
V[r]:(T[it)IllmV[rTln] :b:—a

(18)

W obu przypadkach oczekiwana warto$¢ rozktadu
bezwarunkowego jest réwna dlugookresowemu pozio-
mowi krétkoterminowej stopy procentowej. Jezeli za-
tem poziom stopy w chwili ¢, w ktérej dokonywana jest
prognoza, przewyzsza poziom dlugoterminowy, wow-
czas prognozowana warto$¢ (mierzona wartoscia ocze-
kiwana) obniza sie wraz z wydluzaniem horyzontu pro-
gnozy?!. Jezeli natomiast stopa w momencie dokony-
wania prognozy jest nizsza od swego diugoterminowe-
go poziomu, wéwczas obserwowany jest stopniowy
wzrost jej oczekiwanej wartosci wraz z wydiuzaniem
horyzontu prognozy.

Ceteris paribus, szybko$¢ konwergencji rozkladu
warunkowego do postaci bezwarunkowej jest dodatnio
zalezna od wielkoéci parametru a, ktéry w obu mode-
lach mierzy szybko&¢ powrotu stopy procentowej do jej
dlugookresowego poziomu. Warto$¢ parametru a z dnia
2.08.2002 1., dla ktérego przedstawiono powyzsze roz-
kiady, byla jedna z najnizszych oszacowanych w calej
prébie. Niemniej, jak wynika choéby z obserwacji wy-
kres6w, rozkiad warunkowy ulegal bardzo szybkiej
konwergencji juz dla wzglednie bliskich horyzontéw
prognozy. W dniach, w ktérych poziom byt wiekszy,
konwergencja nastepowata odpowiednio szybciej.

Rozklady w mierze rzeczywistej oraz w mierze
neutralnej wzgledem ryzyka

Jak wspomniano, oszacowania parametru A zostaly doko-
nane na podstawie danych przekrojowych (dopasowanie
teoretycznych cen z modeli Vasitka oraz CIR do krzywej
zerokuponowej). Oszacowania te (w przeciwiefistwie
do innych parametréw, szacowanych na podstawie da-
nych historycznych) zawieraja zatem informacje na temat
oczekiwan uczestnikéw rynku w okreslonym momencie.
Dowodem na stuszno$é tej tezy jest przedstawiona wyzej
interpretacja ewolucji rynkowej ceny ryzyka w kontekscie
wydarzen na krajowym rynku obligacji. Jej poziom podle-
gal w analizowanym okresie znacznym wahaniom. Naj-
wyzsza warto$¢ obserwowana byla w okresach wzmozonej
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Wykres 6 Wynikowe rozkiady krotkoterminowej stopy procentowej - niski poziom (N)

ol
-0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2
~—— miara rzeczywista - - - miara neutralna wzgl. ryzyka

E\/Iodel Vasicka - gestos¢ bezwarunkowa
Q

0
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
~ miara rzeczywista - - - miara neutralna wzgl. ryzyka

Model CIR - gestosé bezwarunkowa
0,3

Uwaga: oszacowanie modelu Vasicka z 5.07.2002 r.; oszacowanie modelu CIR z 3.07.2002 r. Rozklad warunkowy szacowany dla horyzontu miesiecznego.
Zradlo: opracowanie wlasne.

niepewnosci, natomiast dynamiczny spadek zanotowa-
no wraz z urealnieniem perspektyw rychltego czlonko-
stwa Polski w Unii Europejskiej.

Wspélna cecha modeli Vasicka oraz CIR jest arbi-
tralnie przyjeta posta¢ rynkowej ceny ryzyka, ktéra stu-
zy przeksztalceniu procesu w mierze rzeczywistej
w proces w mierze neutralnej wzgledem ryzyka. W mo-
delu Vasicka rynkowa cena ryzyka przyjmuje postac
stalego parametru, o ktdry skorygowana jest determini-
styczna cze$¢ procesu stopy procentowej w mierze rze-

czywistej. W konsekwencji, w modelu Vasicka rozktad
stopy procentowej w mierze neutralnej rézni sie od roz-
ktadu w mierze fizycznej jedynie o wartos¢ oczekiwa-
na, natomiast wariancja pozostaje niezmieniona. Z ko-
lei w modelu CIR rynkowa cena ryzyka jest rosnaca
funkcja stopy procentowej. W konsekwencji, rozktad
w mierze neutralnej r6zni sie od rozkladu w mierze rze-
czywistej nie tylko warto$cia oczekiwana ale réwniez
wariancja. Ogdlnie, r6znice miedzy rozkladami sa tym

228zerzej na ten temat zob. Hordahl (2000).

Wykres 7 Wynikowe rozktady krotkoterminowej stopy procentowej - wysoki poziom ()

0 2 ~
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
~ miara rzeczywista - - miara neutralna wzgl. ryzyka

Model Vasicka - gesto§é¢ bezwarunkowa

/

0
0 0,02 0,04 006 0,08 0,11

0,12 0,14 0,16 0,18

~ miara rzeczywista - - miara neutralna wzgl. ryzyka

Model CIR - gesto$¢ bezwarunkowa

Uwaga: oszacowanie modelu Vasitka z 9.02.2001 r.; oszacowanie modelu CIR z 18.01.2002 r. Rozklad warunkowy szacowany dla horyzontu miesiecznego.
Zrédto: opracowanie wtasne.
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znaczniejsze, im wyzszy jest poziom rynkowej ceny ry-
zyka. W szczegélnym przypadku zerowa warto$¢ ryn-
kowej ceny ryzyka oznacza, ze nie ma podstaw do od-
rzucenia tzw. hipotezy lokalnych oczekiwan, zgodnie
z ktéra kazdy instrument finansowy zapewnia stope
zwrotu r6wna stopie wolnej od ryzyka. Przyjecie a prio-
ri zaloZenia o zerowym poziomie rynkowej ceny ryzy-
ka?? wydaje sie jednak malo realistyczne.

Wykresy 6 oraz 7 przedstawiaja rozklady krétko-
terminowej stopy procentowej w mierze rzeczywistej
oraz w mierze wolnej od ryzyka, skonstruowane
na podstawie modeli Vasicka oraz CIR. Dla zobrazowa-
nia wplywu wartoéci parametru A na wzajemne polfoze-
nie oraz ksztalt rozktadéw obliczen dokonano dla dni,
w ktérych zanotowano niska wartosé A, jak réwniez dla
dni, gdy poziom parametru byt wysoki.

Niski poziom rynkowej ceny ryzyka sprawia, ze
rozklady stép procentowych w mierze neutralnej
wzgledem ryzyka zasadniczo nie réznia sie od rozkta-
déw w mierze rzeczywistej. Wlasnos¢ ta jest niezalez-
na od horyzontu prognozy — dotyczy zaréwno rozkta-
déw warunkowych, jak i bezwarunkowych.

Wysoki poziom rynkowej ceny ryzyka niesie kon-
sekwencje w postaci znacznych réznic pomiedzy roz-
ktadami w obu miarach prawdopodobienstwa. W mo-
delu Vasicka, zgodnie z wcze$niejszymi uwagami, roz-
ktad w mierze neutralnej wzgledem ryzyka rézni sie
od rozktadu w mierze rzeczywistej jedynie wartoscia
oczekiwana. Rozktady sa wzgledem siebie przesuniete,
jednak nie réznia sie wariancja. W modelu CIR nato-
miast zmiana ksztattu rozktadu jest wynikiem transfor-
macji zaréwno wartosci oczekiwanej, jak i wariancji
procesu. Prawidiowosci te sa obserwowane zaréwno
w przypadku rozkladéw warunkowych, jak i bezwa-
runkowych.

Podsumowanie

Przedstawione wyniki badan skfaniaja do sformutowa-
nia czterech podstawowych wnioskéw. Po pierwsze,
stochastyczne réwnania rézniczkowe, stanowiace fun-
dament obu analizowanych modeli, poprawnie oddaja
zachowanie krétkoterminowej stopy procentowej.
Whiosek ten — paradoksalnie — wydaje sie stuszny réw-
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niez wéwczas, gdy obserwowane jest pogorszenie staty-
stycznych wlasnosci oszacowan. Zjawisko to jest istot-
ne z punktu widzenia analizy wydarzen na rynku. In-
formuje bowiem o dzialaniu czynnikéw zaklécajacych
efekt ,powrotu do $redniej”, powodujacych ksztatto-
wanie sie trendéw krétkoterminowej stopy procento-
wej. Co istotne, oszacowania parametréw obu modeli
sa podobne. Dzieje sie tak mimo zastosowania do esty-
macji wspétczynnikéw réznych metod. W konsekwen-
cji, krzywe dyskontowe, generowane na podstawie mo-
deli, sa niemal identyczne.

Po drugie, szczegélnie interesujaca wlasnoécia mo-
deli okazata sie mozliwoéé¢ uzyskania oszacowan ryn-
kowej ceny ryzyka. Analiza ewolucji tego czynnika
na tle wydarzen na rynku obligacji pozwala na popraw-
na identyfikacje okreséw, w ktérych zachowania inwe-
stor6w cechowala wzmozona awersja do ryzyka.

Po trzecie, rozwazane modele nie wydaja sie przy-
datne do wyceny instrumentéw finansowych. Przyczy-
na tego jest efekt ,sptaszczenia” krzywych dyskonto-
wych, w wyniku ktérego ceny obligacji o stosunkowo
bliskich terminach zapadalnosci sa systematycznie za-
wyzane, natomiast ceny obligacji o stosunkowo odle-
glych terminach zapadalnosci — systematycznie zaniza-
ne?3. Geneza tego zjawiska nie jest jasna. Wydaje sie, ze
moze mie¢ ono zwiazek z — na og6! — bardzo szybkim
efektem zbieznosci warunkowych rozkltadéw stopy
krotkoterminowej w kierunku postaci bezwarunkowej.

Po czwarte, potencjalnie uzyteczna jest mozliwosé
konstrukcji rozktadéw krétkoterminowej stopy procen-
towej. Jak podkreslono, projekcji takich nie nalezy jed-
nak interpretowac jako obrazu oczekiwan rynkowych,
a raczej jako przyblizone prognozy ksztaltowania sie
przysztych stép krétkoterminowych, formutowane
na podstawie danych historycznych.

Wydaje sie, ze w celu zniesienia podstawowych
ograniczen modeli Vasicka oraz CIR konieczne jest pod-
jecie badan wieloczynnikowych modeli terminowej
struktury stép procentowych.

23 Wycena obligacji, bedacych przedmiotem obrotu na krajowym rynku
miedzybankowym potwierdzila te teze. Wyniki badania, dostepne u autora,
nie zostaly — ze wzgledu na ograniczone miejsce — zaprezentowane w niniej-
szym artykule. Warto rowniez podkresli¢, ze bledy wyceny okazaly sie znacz-
nie wigksze od tych, generowanych przez model Svenssona, ktéry w badaniu
traktowany byt jako model odniesienia.
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