
Wprowadzenie

Jednoczynnikowe modele terminowej struktury stóp
procentowych zajmujà wa˝ne miejsce w monografiach
dotyczàcych modelowania stóp procentowych1. Naj-
cz´Êciej jednak omówienie dwóch klasycznych modeli
Vasička (1977) oraz Coxa, Ingersolla i Rossa (w dalszym
ciàgu zwanego CIR, 1985) sprowadza si´ do wskazania
wad, które utrudniajà ich praktyczne wykorzystanie.
Opracowania zawierajàce rzetelnà, pog∏´bionà analiz´
w∏asnoÊci tych modeli nale˝à do rzadkoÊci2. Podstawo-
wà tego przyczynà jest fakt, ˝e w ostatniej dekadzie po-
jawi∏y si´ liczne modele struktury terminowej, które
z powodzeniem zast´pujà modele klasyczne w zdecy-
dowanej wi´kszoÊci zastosowaƒ. Proste przybli˝enia
krzywej zerokuponowej dokonywane sà na podstawie
danych z rynku swapów walutowych lub swapów
opartych na stopach procentowych. W wycenie bar-
dziej skomplikowanych instrumentów, takich jak np.
opcje na obligacje czy skomplikowane opcje egzotycz-
ne, wykorzystuje si´ bardziej wyrafinowane modele,
które umo˝liwiajà idealne dopasowanie do obserwowa-
nej struktury terminowej stóp procentowych, jak rów-
nie˝ do obserwowanej struktury zmiennoÊci stóp pro-
centowych (np. jednoczynnikowe modele Blacka, Der-
mana i Toya (1990) czy te˝ Hulla i White'a (1993) lub
schemat HJM (1992)).

Pewne w∏asnoÊci modeli klasycznych pozostajà
jednak atrakcyjne pod wzgl´dem praktycznych zastoso-
waƒ. Nale˝y do nich zaliczyç przede wszystkim intu-
icyjnà interpretacj´ procesu krótkoterminowej stopy
procentowej, który wykazuje (omówionà szerzej
w opracowaniu) w∏asnoÊç „powrotu do Êredniej”. Innà
interesujàcà cechà sà znane analityczne postaci wyni-
kowych rozk∏adów stóp procentowych. W∏asnoÊç ta nie
tylko bardzo u∏atwia estymacj´ parametrów modeli
(zw∏aszcza w przypadku modelu Vasička), ale równie˝
umo˝liwia dokonywanie prognoz krótkoterminowych
stóp procentowych na podstawie skalibrowanych mo-
deli. Ponadto, oba modele umo˝liwiajà estymacj´ ryn-
kowej ceny ryzyka.

Celem niniejszego opracowania jest dog∏´bna ana-
liza jednoczynnikowych wersji modeli Vasička i CIR
pod kàtem ich przydatnoÊci do zastosowaƒ empirycz-
nych, w tym w szczególnoÊci do uzyskiwania informa-
cji na temat oczekiwaƒ inwestorów, dotyczàcych przy-
sz∏ych stóp procentowych, jak równie˝ stopnia ich
awersji do ryzyka. Badania, dokonane przy wykorzysta-
niu danych z krajowego rynku obligacji skarbowych,
obejmowa∏y wiele etapów. W pierwszym kroku doko-
nano oszacowania implikowanej krótkoterminowej sto-
py procentowej rynku obligacji. Uzyskany szereg czaso-
wy pos∏u˝y∏ do estymacji parametrów obu modeli
w mierze rzeczywistej. Oszacowanie rynkowej ceny ry-
zyka wymaga∏o dopasowania obu modeli do obserwo-
wanej struktury terminowej. ZnajomoÊç wszystkich pa-
rametrów modeli pozwoli∏a na wyznaczenie krzywych
dyskontowych. Nast´pnie dokonano analizy rozk∏adów
krótkookresowej stopy procentowej, generowanych

35BANK I  KREDYT lipiec 2003 Rynki i Instytucje Finansowe

Jednoczynnikowe modele Vasička
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przez oba modele. W szczególnoÊci porównano w∏asno-
Êci rozk∏adów w mierze rzeczywistej oraz w mierze
neutralnej wzgl´dem ryzyka, jak równie˝ omówiono
ró˝nice mi´dzy rozk∏adami warunkowymi i bezwarun-
kowymi.

Uk∏ad opracowania jest nast´pujàcy. W cz´Êci dru-
giej przybli˝one zosta∏y podstawowe za∏o˝enia teore-
tyczne oraz w∏asnoÊci modeli. Cz´Êç trzecia obejmuje
zagadnienia zwiàzane z empirycznà analizà modeli.
Omówiono w niej ogólnie stosowane sposoby estyma-
cji wspó∏czynników, jak równie˝ opisano procedur´
oszacowania parametrów zastosowanà w niniejszym
opracowaniu. Szczegó∏owej interpretacji, w kontekÊcie
wydarzeƒ na krajowym rynku obligacji, poddano ewo-
lucj´ rynkowej ceny ryzyka. Ponadto przeprowadzono
analiz´ prognoz wynikowych krótkoterminowych stóp
procentowych drogà konstrukcji rozk∏adów prawdopo-
dobieƒstwa. W cz´Êci czwartej znajduje si´ podsumo-
wanie analizy.

W∏asnoÊci modeli Vasička oraz CIR

Model Vasička

W∏asnoÊci procesu krótkoterminowej stopy procentowej

W modelu Vasička proces chwilowej stopy procento-
wej w rzeczywistej mierze prawdopodobieƒstwa3 opi-
sany jest stochastycznym równaniem ró˝niczkowym:

(1)

Parametry a, b oraz σ sà sta∏e. Przy za∏o˝eniu T ≥ t
rozwiàzanie (1) ma postaç:

(2)

G´stoÊç warunkowa procesu w mierze rzeczywi-
stej jest funkcjà gaussowskà:

(3)

o warunkowym rozk∏adzie normalnym, o Êredniej i wa-
riancji odpowiednio:

(4)

Rynkowa cena ryzyka w modelu Vasička jest sta-
∏ym parametrem:

(5)

Dostosowanie (1) do procesu w mierze neutralnej
wzgl´dem ryzyka nast´puje poprzez przekszta∏cenie
parametru b, okreÊlajàcego „Êredni”, d∏ugoterminowy
poziom stopy procentowej:

(6)
Parametry a oraz σ pozostajà niezmienione. G´-

stoÊç warunkowa procesu w mierze neutralnej wzgl´-
dem ryzyka jest identyczna z (3) przy uwzgl´dnieniu
przekszta∏cenia (6).

Cena obligacji zerokuponowej

Cena obligacji zerokuponowej w modelu Vasička jest
funkcjà chwilowej stopy procentowej r, czasu kalenda-
rzowego t oraz terminu zapadalnoÊci T; P = (r, t, T).
Opisuje jà nast´pujàca analityczna formu∏a:

(7)

przy czym:

Formu∏´ (7) mo˝na zastosowaç pod warunkiem
znajomoÊci parametrów procesu chwilowej stopy pro-
centowej w mierze neutralnej wzgl´dem ryzyka: α, β, σ
oraz λ. Problem estymacji parametrów zostanie omo-
wiony w dalszej cz´Êci opracowania.

Model CIR

W∏asnoÊci procesu krótkoterminowej stopy procentowej

Proces chwilowej stopy procentowej w mierze rzeczy-
wistej opisany jest stochastycznym równaniem ró˝-
niczkowym o postaci:

3 Miara prawdopodobieƒstwa jest poj´ciem z zakresu probabilistyki. Koncep-
cje miary rzeczywistej (fizycznej) oraz neutralnej wzgl´dem ryzyka le˝à u pod-
staw tzw. martynga∏owej teorii wyceny instrumentów finansowych. Najogól-
niej, wartoÊç instrumentu finansowego jest równa oczekiwanej wartoÊci
zdyskontowanej wyp∏aty zwiàzanej z tym instrumentem, wyznaczonej w mie-
rze prawdopodobieƒstwa neutralnej wzgl´dem ryzyka. Obszerne omówienie
martynga∏owej teorii wyceny znaleêç mo˝na m.in. w: Duffie (2001).



(8)

Podobnie jak w modelu Vasička, parametry a, b
oraz σ sà sta∏e. Czynnikiem istotnie ró˝niàcym model
CIR od modelu Vasička jest fakt, ˝e wariancja procesu
stopy procentowej jest zale˝na od poziomu r. Cecha ta
pozwala na uchwycenie cz´sto obserwowanej dodat-
niej zale˝noÊci pomi´dzy poziomem stóp procento-
wych a ich zmiennoÊcià. Stochastyczny proces opisany
równaniem (8) jest znany jako proces Fellera. Przy za-
∏o˝eniu T ≥ t rozwiàzanie (8) ma postaç:

(9)

(10)

G´stoÊç warunkowa procesu w mierze rzeczywi-
stej ma postaç:

(11)
gdzie:

przy czym Iq oznacza zmodyfikowanà funkcj´ Bessela
pierwszego rodzaju rz´du q. Rozk∏ad warunkowy4 jest
postaci χ2 (rozk∏ad niecentrowany) o liczbie stopni
swobody 2q+2 oraz parametrze mierzàcym „niecentral-
noÊç” rozk∏adu równym 2u:

Konsekwencjà za∏o˝enia dodatniej korelacji mi´-
dzy poziomem stopy procentowej a jej zmiennoÊcià jest
fakt, ˝e rynkowa cena ryzyka – w odró˝nieniu od mo-
delu Vasička – równie˝ jest funkcjà stopy procentowej:

(12)
przy czym λ jest sta∏ym parametrem.

Dostosowanie (8) do procesu w mierze neutralnej
wzgl´dem ryzyka nast´puje poprzez przekszta∏cenie

zarówno wspó∏czynnika wyznaczajàcego Êredni po-
ziom stopy, jak i parametru odpowiedzialnego za szyb-
koÊç powrotu do Êredniej. W szczególnoÊci:

(13)
G´stoÊç warunkowa procesu w mierze neutralnej

wzgl´dem ryzyka ma postaç identycznà z (11), z tym ˝e
do jej wyznaczenia wykorzystane sà parametry procesu
przekszta∏cone zgodnie z (13).

Cena obligacji zerokuponowej

Model CIR, podobnie jak model Vasička, opisuje w po-
staci analitycznej formu∏y cen´ obligacji zerokupono-
wej w zale˝noÊci od poziomu krótkoterminowej stopy
procentowej, czasu kalendarzowego oraz terminu zapa-
dalnoÊci obligacji:

(14)
przy czym:

Analiza empiryczna

Estymacja parametrów modeli na podstawie szeregów czasowych
oraz danych przekrojowych

ZnajomoÊç analitycznych formu∏, opisujàcych warun-
kowy rozk∏ad krótkoterminowej stopy procentowej, po-
zwala w procesie estymacji parametrów obu modeli
wykorzystaç jednà z metod stosowanych w ekonome-
trii szeregów czasowych. Zbiorem danych jest w takim
przypadku szereg czasowy stopy procentowej o okre-
Êlonym sta∏ym (krótkim) terminie zapadalnoÊci. Znajo-
moÊç analitycznych wzorów, opisujàcych ceny obliga-
cji zerokuponowych, pozwala z kolei na wykorzystanie
metody optymalizacji nieliniowej. W takim przypadku
zbiór danych stanowià ceny lub stopy dochodowoÊci
obligacji o ró˝nych terminach zapadalnoÊci, obserwo-
wane w okreÊlonym momencie. W praktyce okazuje
si´, ˝e z tymi ró˝nymi metodami estymacji parametrów
wià˝à si´ pewne niedogodnoÊci. G∏ównà wadà metody
wykorzystujàcej dane przekrojowe jest brak sposobu
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4 Zob.: James i Webber (2000), s. 506.
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zapewniajàcego stabilnoÊç parametrów estymowanych
na podstawie danych z ró˝nych momentów czasowych.
Jest to sprzeczne z podstawowymi w∏asnoÊciami obu
modeli, które postulujà niezmiennoÊç parametrów
w czasie. G∏ównie z tego powodu w opisywanym bada-
niu zrezygnowano z estymacji parametrów w mierze fi-
zycznej na podstawie danych przekrojowych.

Opisywane w literaturze sposoby estymacji para-
metrów modeli jednoczynnikowych na podstawie sze-
regu czasowego krótkookresowej stopy procentowej
ograniczajà si´ do metody najwi´kszej wiarygodnoÊci
(ang. Maximum Likelihood, dalej w tekÊcie ML) oraz
uogólnionej metody momentów (ang. Generalised Me-
thod of Moments, dalej w tekÊcie GMM). W kontekÊcie
rozwa˝anych modeli pierwszy z wymienionych sposo-
bów jest bardziej efektywny – wykorzystuje bowiem in-
formacje na temat ogólnej postaci funkcji warunkowej g´-
stoÊci (która w obu przypadkach jest znana), a nie tylko
jej momentów. Praktyczne zastosowanie ML do estymacji
modelu CIR jest jednak utrudnione. Dzieje si´ tak ze
wzgl´du na w∏asnoÊci numeryczne funkcji Bessela, zale˝-
nej od estymowanych parametrów, która stanowi jeden
ze sk∏adników funkcji g´stoÊci warunkowej5. Trudno
zw∏aszcza dobraç takie wartoÊci startowe parametrów,
które nie powodowa∏yby „eksplozji” funkcji Bessela.
GMM, mimo ˝e nie pozwala na pe∏ne wykorzystanie in-
formacji na temat funkcji g´stoÊci, w przypadku modelu
CIR okazuje si´ znacznie ∏atwiejsza do zastosowania.

Estymacji parametrów modelu Vasička dokonano
metodà najwi´kszej wiarygodnoÊci, natomiast w celu
oszacowania parametrów modelu CIR wykorzystano
metod´ momentów w wersji zaproponowanej przez
Chana i in. (1992).

Szereg czasowy krótkoterminowej stopy procentowej

Do estymacji parametrów procesu krótkookresowej sto-
py procentowej najcz´Êciej wykorzystywane sà dane
z rynku pieni´˝nego – takiego, na którym przedmiotem
obrotu sà instrumenty o terminie zapadalnoÊci do jed-
nego roku. W badaniu autorstwa Chana i in. (1992) po-
s∏u˝ono si´ stopami dochodowoÊci jednomiesi´cznych
bonów skarbowych. Hördahl (2000) do estymacji para-
metrów procesu zmiennoÊci w modelu Longstaffa-
-Schwartza wykorzystuje dane dotyczàce trzymiesi´cz-
nych bonów skarbowych na rynku szwedzkim. W bada-
niu autorstwa Szczepaniaka (2002) przedmiotem anali-
zy sà stopy depozytów overnight na krajowym rynku
pieni´˝nym.

Celem dwóch z przytoczonych opracowaƒ (Cha-
na i in., 1992 oraz Szczepaniaka, 2002) jest zasadniczo
badanie dynamicznych w∏asnoÊci krótkookresowych

stóp procentowych. Dobór danych w ka˝dym z powy˝-
szych przypadków jest zatem oczywisty. Niniejsze
opracowanie, w odró˝nieniu od wy˝ej cytowanych, ma
na celu ocen´ przydatnoÊci modeli Vasička oraz CIR
do analizy rynku obligacji. Rynek pieni´˝ny oraz rynek
obligacji mimo oczywistych zwiàzków stanowià odr´b-
ne segmenty rynku finansowego, na które wp∏ywajà
ró˝ne czynniki ryzyka. Stosowanie danych z rynku pie-
ni´˝nego do estymacji parametrów modeli s∏u˝àcych
do wyceny obligacji wydaje si´ zatem kontrowersyjne6.

Centralnym elementem obu rozwa˝anych modeli
jest jednak proces krótkookresowej (faktycznie chwilo-
wej) stopy procentowej. Problem nosi znamiona para-
doksu: konieczne jest „odnalezienie” na rynku obliga-
cji (instrumentów o pierwotnym terminie zapadalnoÊci
powy˝ej roku) informacji o stopach dochodowoÊci o ar-
bitralnie krótkim terminie zapadalnoÊci – najlepiej ta-
kich, które spe∏niajà warunek: . Rozwià-
zaniem tego problemu, postulowanym w niniejszym
opracowaniu, jest wykorzystanie modelu Svensso-
na (1994). W modelu tym stopy dochodowoÊci obliga-
cji zerokuponowych, obserwowane w chwili t, sà funk-
cjà terminu zapadalnoÊci τ :

(15) 

5 Hördahl (2000) opisuje prolemy zwiàzane z numerycznymi w∏asnoÊciami
funkcji Bessela w kontekÊcie estymacji dwuczynnikowego modelu Longstaffa-
-Schwartza. Szerzej na ten temat zob. równie˝: Rebonato (1998).

6 Wydaje si´, ˝e fundamentalne znaczenie w tym wzgl´dzie ma w∏aÊnie kwe-
stia ró˝nic mi´dzy czynnikami ryzyka w∏aÊciwymi dla obu segmentów.
W szczególnoÊci mo˝liwa jest estymacja parametrów procesu krótkookresowej
stopy procentowej w mierze fizycznej na podstawie danych z rynku pie-
ni´˝nego. Jednak szacowanie rynkowej ceny ryzyka z wykorzystaniem tych
parametrów na podstawie przekrojowych danych z rynku obligacji nosi zna-
miona braku konsekwencji. Wycena instrumentów finansowych (w szczegól-
noÊci obligacji) na podstawie modeli skalibrowanych w tak niespójny sposób
wydaje si´ ma∏o przydatna.
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Wykres 1 Model Svenssona – ewolucja krzy-
wych zerokuponowych (listopad 1999 r. – gru-
dzieƒ 2002 r.)
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Estymacja parametrów µ1, µ2, µ3, µ4, τ1 oraz τ2 doko-
nywana jest najcz´Êciej metodà optymalizacji nielinio-
wej (dopasowanie do danych przekrojowych: cen lub
dochodowoÊci obligacji obserwowanych na rynku).
W istocie model Svenssona pozwala na wygodne opisa-
nie danych z rynku obligacji za pomocà szeÊciu para-
metrów. Umo˝liwia zatem rozwiàzanie wy˝ej wspo-
mnianego paradoksu: za jego pomocà mo˝liwe jest uzy-
skanie z rynku obligacji danych dotyczàcych (impliko-
wanej) chwilowej stopy procentowej.

Zbiór danych, na podstawie których dokonano es-
tymacji modelu Svenssona, obejmowa∏ dzienne obser-
wacje cen obligacji b´dàcych przedmiotem obrotu
na krajowym rynku mi´dzybankowym w okresie od 8 li-
stopada 1999 r do 16 grudnia 2002 r. 7 Wykres 1 przed-
stawia zerokuponowe krzywe dochodowoÊci, skonstru-
owane na podstawie oszacowanych parametrów modelu.

Do wyznaczenia szeregu czasowego „chwilowej”
stopy procentowej przyj´to okres trwania równy jedne-
mu dniu, wyra˝onemu jako u∏amek roku, τ = 1/2508.
Skonstruowany zbiór danych mo˝na zatem interpreto-
waç jako szereg wynikowych stóp overnight (O/N), wy-
znaczonych dla rynku obligacji skarbowych. 

Wykres 2 doskonale obrazuje podstawowà przy-
czyn´ wykorzystywania w badaniu wynikowych stóp
O/N na podstawie modelu Svenssona zamiast stóp O/N
rynku pieni´˝nego. Te ostatnie podlegajà wahaniom
w zale˝noÊci od tego, czy na rynku pieni´˝nym wyst´-
puje wzgl´dny nadmiar czy niedobór p∏ynnoÊci. Gwa∏-
towne zmiany stopy O/N obserwowane sà zw∏aszcza
pod koniec okresu rozliczeniowego, w trakcie którego
banki sà zobowiàzane do utrzymywania na rachunkach
bie˝àcych uÊrednionego poziomu rezerw. Stopy O/N
rynku pieni´˝nego pozostajà pod silnym wp∏ywem
czynników zwiàzanych z popytem na p∏ynnoÊç oraz jej
poda˝à. Tym samym nie wydajà si´ w∏aÊciwe do kon-

strukcji modeli wyceny obligacji. Wp∏yw takich czyn-
ników, jak np. oczekiwania inflacyjne, oczekiwania do-
tyczàce krótkookresowych stóp procentowych bàdê
oczekiwania dotyczàce poda˝y instrumentów skarbo-
wych, jest w przypadku obligacji znacznie silniejszy
ni˝ wp∏yw bie˝àcych wydarzeƒ na rynku pieni´˝nym9.
Nie nale˝y jednoczeÊnie ignorowaç faktu, ˝e (jak wska-
zuje chocia˝by wykres 2) wspó∏zmiennoÊç stóp rynku
pieni´˝nego oraz stóp rynku obligacji jest znaczna. Zja-
wisko to spowodowa∏ jednak fakt, ˝e na oba segmenty
rynku finansowego od 2001 r. dzia∏a∏y czynniki powo-
dujàce stopniowà redukcj´ stóp. W przypadku rynku
pieni´˝nego pierwszorz´dne znaczenie mia∏ cykl obni-
˝ek stóp banku centralnego, który zosta∏ zapoczàtkowa-
ny w lutym 2001 r. Z kolei do spadku stóp rentownoÊci
obligacji przyczyni∏y si´ przede wszystkim oczekiwa-
nia na obni˝ki stóp NBP. Od sierpnia 2001 r. na pierw-
szy plan wysun´∏y si´ efekty tzw. convergence play –
strategii inwestycyjnej, zwiàzanej z oczekiwaniami
na stopniowe dostosowanie kszta∏tu polskiej krzywej
dochodowoÊci do kszta∏tu krzywej w∏aÊciwego dla stre-
fy euro, wraz z post´pem procesów integracji Polski
z Unià Europejskà. Oczekiwania te nasili∏y si´ w obli-
czu znacznych post´pów negocjacyjnych, jakie stro-
na polska poczyni∏a w 2002 r.

Drugi etap badania obejmowa∏ estymacj´ parame-
trów modeli Vasička oraz CIR na podstawie wy˝ej omó-
wionego szeregu czasowego implikowanych stóp O/N.
Estymacji dokonano w ruchomym „oknie”: parametry
na dzieƒ t szacowano na podstawie obserwacji z prze-
dzia∏u 〈t – 249; t〉. Przes∏ankà takiego zabiegu by∏o dà-
˝enie, aby wyceny obligacji dokonywaç na podstawie
zbiorów danych o identycznej d∏ugoÊci. Liczb´ 250 ob-
serwacji przyj´to jako wariant kompromisowy. Z jednej
strony konieczne bowiem by∏o zapewnienie odpowied-
nio d∏ugiego szeregu czasowego. Z drugiej strony nale-
˝a∏o równie˝ uwzgl´dniç efekt „krótkiej pami´ci” ryn-
ków finansowych, który powoduje, ˝e w procesie wy-
ceny instrumentów finansowych wa˝nà rol´ odgrywajà
jedynie dane historyczne ze stosunkowo nieodleg∏ej
przesz∏oÊci10.
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èród∏o: opracowanie w∏asne

7 Informacje na temat cen obligacji zosta∏y zaczerpni´te z bazy danych Depar-
tamentu Operacji Krajowych NBP.
8 Przyj´to za∏o˝enie, ˝e rok ma 250 dni roboczych.
9 Twierdzenie o zupe∏nym braku zale˝noÊci mi´dzy rynkiem obligacji a ryn-
kiem pieni´˝nym by∏oby jednak b∏´dne. Pozycje w skarbowych papierach
wartoÊciowych sà bowiem finansowane za pomocà instrumentów takich, jak
depozyty, swapy walutowe oraz transakcje repo, b´dàce przedmiotem obrotu
na rynku pieni´˝nym.

10 Obserwacja ta ma charakter heurystyczny i nie zosta∏a zweryfikowa-
na drogà badaƒ empirycznych.
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Powa˝nym problemem, zwiàzanym z przyj´ciem
ruchomego „okna obserwacji”, jest implicite zniesienie
podstawowego za∏o˝enia o braku zmiennoÊci w czasie
parametrów procesu chwilowej stopy procentowej
w obu modelach. Jak wskazujà wyniki estymacji, omó-
wione w dalszej cz´Êci opracowania, problem ten
wprawdzie wyst´puje, jednak nie przejawia si´ szcze-
gólnym brakiem stabilnoÊci parametrów w krótkich
okresach. W dalszym ciàgu, kierujàc si´ wzgl´dami
pragmatycznymi, jako podstawowe kryterium oceny ja-
koÊci dopasowania modeli do danych przyj´to staty-
styczne w∏asnoÊci oszacowaƒ.

Estymacja rynkowej ceny ryzyka

Estymacja modeli na podstawie obserwowanego szere-
gu czasowego krótkookresowej stopy procentowej po-
zwala na oszacowanie parametrów procesu w mierze fi-
zycznej. Wycena instrumentów finansowych (w szcze-
gólnoÊci obligacji) w rozwa˝anych modelach wymaga
z kolei znajomoÊci parametrów procesu w mierze wol-
nej od ryzyka, które zale˝à m.in. od wartoÊci λ (por.
równania (6) oraz (13)). Zalecanym w literaturze roz-
wiàzaniem problemu jest oszacowanie rynkowej ceny
ryzyka na podstawie danych przekrojowych (zob.
na ten temat m.in. Aït-Sahalia, 1996). Problem polega
na minimalizacji sumy kwadratów ró˝nic mi´dzy ob-
serwowanymi a teoretycznymi cenami instrumentów
finansowych:

(16)

W obu przypadkach za Pobs (τ) podstawiono wek-

tor 28 teoretycznych cen obligacji zerokuponowych,
wyznaczonych na podstawie modelu Svenssona11,
o terminach zapadalnoÊci τ = [0,1; 0,2;...; 1; 0; 1,5; 2;
0;..., 10,0]12. Za Pteoret (τ) podstawione zosta∏y teore-
tyczne ceny obligacji zerokuponowych, odpowiednio
(7) w przypadku modelu Vasička oraz (14) w przypad-
ku modelu CIR. W obu przypadkach do wzorów na ce-
ny obligacji Pteoret (τ) podstawione zosta∏y oszacowane
wartoÊci parametrów w mierze rzeczywistej. Problem
sprowadza∏ si´ zatem do minimalizacji wyra˝enia (16)
ze wzgl´du na parametr λ.

Wyniki obliczeƒ13

Rynkowa cena ryzyka – oszacowania oraz interpretacja

Wykres 3 przedstawia oszacowania rynkowej ceny ry-
zyka w obu modelach, opisanej formu∏ami odpowied-
nio (5) oraz (12). W dalszej artyku∏u dokonano intepre-
tacji ewolucji rynkowej ceny ryzyka w kontekÊcie wy-
darzeƒ, które w analizowanym okresie mia∏y wp∏yw
na ceny obligacji na krajowym rynku mi´dzybanko-
wym. 

Prze∏om lat 2000 i 2001
Pod koniec 2000 r. wÊród inwestorów dominowa∏o
przekonanie o tym, ˝e Rada Polityki Pieni´˝nej w obli-
czu oznak os∏abienia dynamiki gospodarczej zadecydu-
je o z∏agodzeniu nastawienia w polityce pieni´˝nej.
Pierwsze sygna∏y potwierdzajàce te oczekiwania poja-
wi∏y si´ pod koniec roku. Nie przyj´∏y one jednak for-
my oczekiwanych przez rynek obni˝ek stóp procento-
wych – w grudniu Rada Polityki Pieni´˝nej og∏osi∏a
zmian´ nastawienia w polityce monetarnej z restrykcyj-
nego na neutralne. Pierwsza decyzja o ci´ciu stóp pro-
centowych zosta∏a podj´ta pod koniec lutego 2001 r.
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Wykres 3 Modele Vasička oraz CIR – rynkowa cena ryzyka

11 W tym celu pos∏u˝ono si´ prostym przekszta∏ceniem formu∏y (15): 
Pt = exp (-R (τ) τ).
12 Wi´ksza „g´stoÊç” t (0,1 roku) na odcinku do 1 roku, wobec 0,5 roku na od-
cinku powy˝ej 1 roku do 10 lat by∏a podytkowana dà˝eniem do mo˝liwie
wiernego odzwierciedlenia kszta∏tu krótkiego koƒca krzywej zerokuponowej
Svenssona (wobec problemów zwiàzanych z jego stabilnoÊcià). Ze wzgl´du
na bardzo p∏ytki rynek wtórny obligacji WS0922 (do koƒca 2002 r. odby∏y si´
dwa przetargi obligacji tej serii i w ich wyniku na rynek wtórny trafi∏y obliga-
cje o wartoÊci nominalnej jedynie 1,4 mld PLN) zdecydowano o wykorzysta-
niu odcinka krzywej do 10 lat.

13 W niniejszym opracowaniu przedstawiono jedynie oszacowania rynkowej
ceny ryzyka obu modeli. Pe∏ny zestaw oszacowaƒ wszystkich parametrów, jak
równie˝ ich w∏asnoÊci statystyczne, sà dost´pne u autora.
14 Wed∏ug danych Ministerstwa Finansów, wysokoÊç deficytu bud˝etowego
w lutym 2001 r. stanowi∏a 58,2% kwoty planowanej na ca∏y rok. Analogicz-
na wielkoÊç w marcu si´ga∏a ju˝ 73,3%.

èród∏o: opracowanie w∏asne



Ostro˝noÊç w zmianie kierunku polityki pieni´˝-
nej cz∏onkowie RPP motywowali m.in. niedostatecznà
restrykcyjnoÊcià polityki fiskalnej. Uczestnicy rynku
obligacji, majàc ÊwiadomoÊç skali zagro˝eƒ zwiàza-
nych z realizacjà ustawy bud˝etowej w 2001 r. 14 oraz
znajàc stanowisko RPP w tej kwestii, stopniowo nabie-
rali przekonania, ˝e tempo oraz skala ci´ç stóp procen-
towych nie b´dà takie, jak wskazywa∏aby kondycja go-
spodarki. W konsekwencji, dokonywali oni rewizji
swoich wczeÊniejszych oczekiwaƒ co do tempa obni-
˝ek stóp procentowych banku centralnego.

Trudna sytuacja bud˝etowa by∏a postrzegana nie
tylko przez pryzmat polityki pieni´˝nej. K∏opoty z re-
alizacjà bud˝etu oznacza∏y koniecznoÊç emisji skarbo-
wych papierów wartoÊciowych. Oczekiwany przez in-
westorów wzrost poda˝y obligacji by∏ istotnym czynni-
kiem odpowiedzialnym za stopniowe sp∏aszczanie ze-
rokuponowej krzywej dochodowoÊci w pierwszej po∏o-
wie 2001 r. (widoczne na wykresie 1).

W Êwietle powy˝szego, wzrost rynkowej ceny ry-
zyka, obserwowany na prze∏omie lat 2000 oraz 2001 r.
(por. wykres 3), interpretowany jest jako odzwiercie-
dlenie zwi´kszenia niepewnoÊci inwestorów co
do tempa i skali obni˝ek stóp procentowych, jak rów-
nie˝ obaw zwiàzanych ze spodziewanà zwi´kszonà po-
da˝à skarbowych papierów wartoÊciowych.

Prze∏om lat 2001 i 2002
Podobny przebieg mia∏y zjawiska, które wp∏ywa∏y na rynek
obligacji na prze∏omie lat 2001 oraz 2002. Równie˝ wów-
czas silne oczekiwania na kolejne ci´cia stóp procentowych
banku centralnego uleg∏y stopniowej korekcie. Ponownie
nasili∏y si´ obawy przed zwi´kszonà poda˝à obligacji.

Dodatkowym czynnikiem zwi´kszajàcym ryzyko
inwestowania na rynku polskim by∏ kryzys finansowy
i gospodarczy w Argentynie, który bardzo szybko prze-
rodzi∏ si´ w ostry konflikt spo∏eczno-polityczny. Sytu-
acja w Argentynie wzmog∏a awersj´ do ryzyka inwe-
storów anga˝ujàcych kapita∏ portfelowy w innych kra-
jach grupy tzw. emerging markets, do których zalicza-
no Polsk´.

W konsekwencji w omawianym okresie ponownie
wystàpi∏ znaczny wzrost rynkowej ceny ryzyka.

Rok 2002
W 2002 r. na krajowym rynku obligacji z ca∏à mocà ujaw-
ni∏y si´ konsekwencje strategii stosowanej przez zagra-
nicznych inwestorów, znanej jako convergence play. Pole-
ga ona na nabywaniu d∏ugoterminowych papierów skar-
bowych w krajach kandydujàcych do Unii Europejskiej.
Perspektywy cz∏onkostwa w UE rodzà (racjonalne) oczeki-
wania stopniowego obni˝ania si´ stóp procentowych
w krajach kandydackich do poziomów w∏aÊciwych dla
strefy euro. W przypadku papierów skarbowych spadek
ich rentownoÊci jest równoznaczny ze wzrostem ich cen,
a tym samym oznacza zyski dla inwestorów, którzy posia-
dajà takie instrumenty w swoich portfelach. Zjawisko co-
nvergence play, znane z doÊwiadczeƒ wczeÊniejszych kra-
jów kandydackich (w szczególnoÊci W∏och i Hiszpanii),
by∏o powszechnie oczekiwane równie˝ w przypadku kra-
jów Europy Ârodkowej i Wschodniej i ostatecznie przy-
bra∏o charakter samospe∏niajàcej si´ prognozy.

Pierwsze oznaki convergence play zaobserwowano ju˝
w sierpniu 2001 r. Dopiero jednak z perspektywy póêniej-
szych wydarzeƒ na rynku obligacji mo˝liwe by∏o dokonanie
pe∏niejszej oceny przyczyn gwa∏townej aprecjacji polskich
skarbowych papierów wartoÊciowych. Sta∏o si´ jasne, ˝e
tendencja zapoczàtkowana w po∏owie 2001 r. zosta∏a wywo-
∏ana czynnikiem o fundamentalnym znaczeniu, którym by-
∏y oczekiwania przyj´cia Polski do Wspólnoty Europejskiej.

Wzrostowe tendencje cen obligacji podtrzymywane
by∏y w 2002 r. korzystnymi informacjami na temat post´-
pów w zamykaniu kolejnych rozdzia∏ów negocjacyjnych
w rokowaniach dotyczàcych warunków przyj´cia Polski
do Unii Europejskiej. W czwartym kwartale niezwykle
istotnym czynnikiem redukujàcym ryzyko sta∏ si´ pozy-
tywny wynik paêdziernikowego referendum w Irlandii,
które formalnie mia∏o zadecydowaç o przyj´ciu przez Ir-
landczyków postanowieƒ Traktatu Nicejskiego, nato-
miast faktycznie stanowi∏o o przysz∏oÊci post´pów inte-
gracyjnych. W listopadzie 2002 r. og∏oszono formalnà da-
t´ przyj´cia krajów kandydujàcych do Unii (1 maja 2004 r.).
Uwieƒczeniem negocjacji by∏o oficjalne zaproszenie kra-
jów kandydackich, wystosowane do ich przedstawicieli
podczas szczytu w Kopenhadze w grudniu 2002 r.
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Wykres 4 Modele Vasička oraz CIR – krzywe zerokuponowe

15 Najlepszym dowodem by∏ fakt, ˝e przed∏u˝ajàcy si´ kryzys argentyƒski nie
mia∏ w ciàgu 2002 r. istotnego wp∏ywu na zachowania inwestorów zagranicz-
nych w Polsce i innych krajach kandydackich.
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Perspektywa rych∏ego cz∏onkostwa Polski w Unii
Europejskiej, w Êwietle opisanych wy˝ej wydarzeƒ, sta-
∏a si´ realna. Gwa∏townie obni˝y∏o si´ ryzyko politycz-
ne Polski, postrzegane przez inwestorów zagranicz-
nych. Radykalnie zmieni∏ si´ status Polski, jak równie˝
dziewi´ciu pozosta∏ych krajów kandydackich, na tle
innych paƒstw z grupy emerging markets15.

Ta strukturalna zmiana znalaz∏a odbicie w ewolu-
cji parametrów omawianych modeli. W szczególnoÊci
znacznie obni˝y∏a si´ rynkowa cena ryzyka. W przy-
padku modelu Vasička parametr ten osiàgnà∏ historycz-
nie niski poziom.

Zerokuponowe krzywe dochodowoÊci

ZnajomoÊç parametrów procesu chwilowej stopy pro-
centowej w mierze wolnej od ryzyka pozwala na wy-
znaczenie, w obu rozwa˝anych modelach, zerokupono-
wych krzywych dochodowoÊci (wykres 4).

Uzyskane oszacowania zerokuponowych krzy-
wych dochodowoÊci charakteryzujà si´ dwiema pod-
stawowymi cechami. Po pierwsze, w obu przypadkach
sà zasadniczo identyczne. Kszta∏t krzywych, jak rów-
nie˝ ich ewolucja w czasie sà praktycznie takie same
bez wzgl´du na to, czy do ich oszacowania zostanie
wykorzystany model Vasička, czy CIR.

Drugà interesujàcà cechà jest to, ˝e w obu wypad-
kach krzywe zerokuponowe przybierajà p∏aski kszta∏t
dla nieodleg∏ych terminów zapadalnoÊci. W wi´kszoÊci
przypadków krzywe stajà si´ faktycznie „prostymi”
po terminie zapadalnoÊci τ równym 0,5 roku – 1 rok. 

P∏aski kszta∏t krzywych oznacza, ˝e ich przesuni´-
cia praktycznie na ca∏ej d∏ugoÊci sà równoleg∏e. W∏a-
snoÊç ta, zgodna z teoretycznymi przewidywaniami do-
tyczàcymi modeli jednoczynnikowych, nie odpowiada
faktycznie obserwowanej dynamice krzywych zerokupo-
nowych. Warto w tym kontekÊcie przypomnieç sytuacj´,
która powsta∏a na krajowym rynku obligacji w pierw-
szych miesiàcach 2001 r. Inwestorzy dokonali wówczas
znacznej rewizji swoich oczekiwaƒ dotyczàcych tempa
i skali obni˝ki stóp procentowych banku centralnego, co
znalaz∏o odzwierciedlenie w postaci stopniowego
sp∏aszczania si´ zerokuponowej krzywej dochodowoÊci.
Efekt ten uwidoczni∏ si´ w kszta∏cie krzywych na pod-
stawie modelu Svenssona. W∏asnoÊci modeli Vasička
oraz CIR uniemo˝liwiajà uchwycenie tego zjawiska.

Rozk∏ady krótkoterminowej stopy procentowej w modelach Vasička
oraz CIR

Jak wskazano w cz´Êci teoretycznej opracowania,
w obu przypadkach znana jest analityczna postaç funk-
cji warunkowej g´stoÊci krótkoterminowej stopy pro-
centowej. ZnajomoÊç parametrów procesu stopy po-
zwala zatem na wyznaczenie jej wynikowych rozk∏a-
dów w okreÊlonym momencie w przysz∏oÊci. W∏asnoÊç

ta wydaje si´ – pozornie – atrakcyjna pod wzgl´dem
analitycznych zastosowaƒ obu modeli. Praktyczne jej
wykorzystanie nie jest jednak pozbawione ograniczeƒ.

Interpretacja rozk∏adów
Hördahl (2000) przedstawi∏ metod´ wykorzystania
dwuczynnikowego modelu Longstaffa-Schwartza
do estymacji wynikowych funkcji g´stoÊci krótkoter-
minowej stopy procentowej. O ile zaproponowa-
na metodologia nie budzi zastrze˝eƒ, o tyle interpreta-
cja uzyskanych wyników, którà przedstawi∏ autor, ro-
dzi wàtpliwoÊci. Zdaniem Hördahla (2000, s. 14 i dal-
sze) wynikowe rozk∏ady uzyskane na podstawie mo-
delu Longstaffa-Schwartza odzwierciedlajà oczekiwa-
nia uczestników rynku, dotyczàce kszta∏towania si´
stóp krótkoterminowych w przysz∏oÊci. Mogà byç za-
tem stosowane w sytuacjach, w których np. brak roz-
wini´tego rynku opcji na stop´ procentowà uniemo˝-
liwia wykorzystanie kwotowaƒ opcji do konstrukcji
neutralnych wzgl´dem ryzyka funkcji g´stoÊci stopy
procentowe16.

Kwotowania z rynku opcji sà w istocie kszta∏towa-
ne g∏ównie przez oczekiwania uczestników rynku co
do realizacji stopy procentowej w przysz∏oÊci. Dlatego
te˝ interpretacja rozk∏adów uzyskanych na podstawie
takich kwotowaƒ, w kategoriach oczekiwaƒ rynku, nie
budzi kontrowersji17.

Z kolei oszacowanie parametrów procesu krótko-
terminowej stopy procentowej jest dokonywane
na podstawie danych historycznych. W konsekwencji,
wynikowe rozk∏ady stopy procentowej skonstruowane
na podstawie modeli struktury terminowej (bez wzgl´-
du na to, czy sà to modele jednoczynnikowe, czy te˝
wieloczynnikowe, jak model Longstaffa-Schwartza)
mogà byç interpretowane wy∏àcznie w kategoriach pro-
gnoz z modelu, nie zaÊ jako odzwierciedlenie oczeki-
waƒ inwestorów.

Postaç funkcji g´stoÊci w modelach Vasička oraz CIR
ZnajomoÊç analitycznej postaci funkcji g´stoÊci u∏atwia
konstruowanie warunkowych rozk∏adów stopy procen-
towej. Wadà zwiàzanà z tà w∏asnoÊcià jest jednak nie-
dostateczna elastycznoÊç uzyskanych rozk∏adów. Gaus-
sowska funkcja g´stoÊci, skonstruowana na podstawie
modelu Vasička, generuje rozk∏ad normalny. W zale˝-
noÊci od parametrów procesu, prognozowane przysz∏e
realizacje krótkookresowej stopy procentowej mogà
okazaç si´ ujemne18. Z kolei model CIR generuje roz-
k∏ad o postaci χ2, który wprawdzie nie przypisuje do-
datniego prawdopodobieƒstwa ujemnym realizacjom

16 Sytuacja taka wyst´puje m.in. na krajowym rynku finansowym.
17 Metod´ tà stosujà liczne instytucje finansowe w celu uzyskiwania informa-
cji na temat oczekiwaƒ inwestorów, dotyczàcych przysz∏ego kszta∏towania si´
stóp procentowych oraz kursów walut.
18 Ta w∏asnoÊç modelu Vasička jest w wielu opracowaniach wskazywana ja-
ko jego zasadnicza wada.



stopy procentowej, jednak niezmiennie wykazuje pra-
wostronnà skoÊnoÊç.

Ma∏a elastycznoÊç wynikowych rozk∏adów stano-
wi wa˝ny argument przeciwko ich interpretacji jako ob-
razu oczekiwaƒ rynkowych. Symetryczny rozk∏ad
skonstruowany na podstawie modelu Vasička, a tym
bardziej prawostronnie skoÊny rozk∏ad generowany
na podstawie modelu CIR wydajà si´ ma∏o realistycz-
nym przybli˝eniem faktycznych oczekiwaƒ rynkowych
w sytuacji, gdy np. inwestorzy spodziewajà si´ obni˝ki
krótkoterminowych stóp procentowych19.

Warunkowe i bezwarunkowe rozk∏ady krótkotermi-
nowej stopy procentowej
Wykres 5 prezentuje warunkowe rozk∏ady krótkotermi-
nowej stopy procentowej, uzyskane na podstawie osza-
cowaƒ parametrów modeli z 2 sierpnia 2002 r. 

Oba procesy krótkoterminowej stopy procento-
wej sà stacjonarne. Oznacza to, ˝e wraz z wyd∏u˝a-
niem horyzontu prognozy warunkowy rozk∏ad krót-
koterminowej stopy procentowej stopniowo staje si´
zbie˝ny z rozk∏adem bezwarunkowym20. W przypad-
ku modelu Vasička momenty rozk∏adu warunkowego
w mierze rzeczywistej sà opisane wzorami (4). Na ich
podstawie mo˝na wyznaczyç momenty rozk∏adu bez-
warunkowego:

(17)

Analogicznie, w przypadku modelu CIR przy wy-
korzystaniu formu∏ (10) mo˝liwe jest wyznaczenie
momentów rozk∏adu bezwarunkowego w mierze rze-
czywistej:

(18)

W obu przypadkach oczekiwana wartoÊç rozk∏adu
bezwarunkowego jest równa d∏ugookresowemu pozio-
mowi krótkoterminowej stopy procentowej. Je˝eli za-
tem poziom stopy w chwili t, w której dokonywana jest
prognoza, przewy˝sza poziom d∏ugoterminowy, wów-
czas prognozowana wartoÊç (mierzona wartoÊcià ocze-
kiwanà) obni˝a si´ wraz z wyd∏u˝aniem horyzontu pro-
gnozy21. Je˝eli natomiast stopa w momencie dokony-
wania prognozy jest ni˝sza od swego d∏ugoterminowe-
go poziomu, wówczas obserwowany jest stopniowy
wzrost jej oczekiwanej wartoÊci wraz z wyd∏u˝aniem
horyzontu prognozy.

Ceteris paribus, szybkoÊç konwergencji rozk∏adu
warunkowego do postaci bezwarunkowej jest dodatnio
zale˝na od wielkoÊci parametru a, który w obu mode-
lach mierzy szybkoÊç powrotu stopy procentowej do jej
d∏ugookresowego poziomu. WartoÊç parametru a z dnia
2.08.2002 r., dla którego przedstawiono powy˝sze roz-
k∏ady, by∏a jednà z najni˝szych oszacowanych w ca∏ej
próbie. Niemniej, jak wynika choçby z obserwacji wy-
kresów, rozk∏ad warunkowy ulega∏ bardzo szybkiej
konwergencji ju˝ dla wzgl´dnie bliskich horyzontów
prognozy. W dniach, w których poziom by∏ wi´kszy,
konwergencja nast´powa∏a odpowiednio szybciej.

Rozk∏ady w mierze rzeczywistej oraz w mierze
neutralnej wzgl´dem ryzyka
Jak wspomniano, oszacowania parametru λ zosta∏y doko-
nane na podstawie danych przekrojowych (dopasowanie
teoretycznych cen z modeli Vasička oraz CIR do krzywej
zerokuponowej). Oszacowania te (w przeciwieƒstwie
do innych parametrów, szacowanych na podstawie da-
nych historycznych) zawierajà zatem informacje na temat
oczekiwaƒ uczestników rynku w okreÊlonym momencie.
Dowodem na s∏usznoÊç tej tezy jest przedstawiona wy˝ej
interpretacja ewolucji rynkowej ceny ryzyka w kontekÊcie
wydarzeƒ na krajowym rynku obligacji. Jej poziom podle-
ga∏ w analizowanym okresie znacznym wahaniom. Naj-
wy˝sza wartoÊç obserwowana by∏a w okresach wzmo˝onej
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Wykres 5 Modele Vasička oraz CIR – warunkowe rozk∏ady krótkoterminowej stopy procento-
wej (miara neutralna wzgl´dem ryzyka, oszacowania modeli z 2.08.2002 r.)

19 W analizowanym okresie sytuacja taka wystàpi∏a wielkokrotnie. Oczekiwa-
nia na obni˝ki nasila∏y si´ zw∏aszcza w okresach bezpoÊrednio poprze-
dzajàcych og∏oszenie decyzji RPP.
20 W∏asnoÊç ta zachodzi dla rozk∏adów warunkowych zarówno w mierze rze-
czywistej, jak i w mierze neutralnej wzgl´dem ryzyka.
21 Sytuacja taka mia∏a m.in. miejsce w dniu, dla którego zaprezentowano osza-
cowania rozk∏adów.
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niepewnoÊci, natomiast dynamiczny spadek zanotowa-
no wraz z urealnieniem perspektyw rych∏ego cz∏onko-
stwa Polski w Unii Europejskiej.

Wspólnà cechà modeli Vasička oraz CIR jest arbi-
tralnie przyj´ta postaç rynkowej ceny ryzyka, która s∏u-
˝y przekszta∏ceniu procesu w mierze rzeczywistej
w proces w mierze neutralnej wzgl´dem ryzyka. W mo-
delu Vasička rynkowa cena ryzyka przyjmuje postaç
sta∏ego parametru, o który skorygowana jest determini-
styczna cz´Êç procesu stopy procentowej w mierze rze-

czywistej. W konsekwencji, w modelu Vasička rozk∏ad
stopy procentowej w mierze neutralnej ró˝ni si´ od roz-
k∏adu w mierze fizycznej jedynie o wartoÊç oczekiwa-
nà, natomiast wariancja pozostaje niezmieniona. Z ko-
lei w modelu CIR rynkowa cena ryzyka jest rosnàcà
funkcjà stopy procentowej. W konsekwencji, rozk∏ad
w mierze neutralnej ró˝ni si´ od rozk∏adu w mierze rze-
czywistej nie tylko wartoÊcià oczekiwanà ale równie˝
wariancjà. Ogólnie, ró˝nice mi´dzy rozk∏adami sà tym
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Wykres 6 Wynikowe rozk∏ady krótkoterminowej stopy procentowej – niski poziom (λ) 
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Wykres 7 Wynikowe rozk∏ady krótkoterminowej stopy procentowej – wysoki poziom  (λ)

Uwaga: oszacowanie modelu Vasička z 5.07.2002 r.; oszacowanie modelu CIR z 3.07.2002 r. Rozk∏ad warunkowy szacowany dla horyzontu miesi´cznego.
èród∏o: opracowanie w∏asne.

Uwaga: oszacowanie modelu Vasička z 9.02.2001 r.; oszacowanie modelu CIR z 18.01.2002 r. Rozk∏ad warunkowy szacowany dla horyzontu miesi´cznego.
èród∏o: opracowanie w∏asne.

22Szerzej na ten temat zob. Hördahl (2000).



znaczniejsze, im wy˝szy jest poziom rynkowej ceny ry-
zyka. W szczególnym przypadku zerowa wartoÊç ryn-
kowej ceny ryzyka oznacza, ˝e nie ma podstaw do od-
rzucenia tzw. hipotezy lokalnych oczekiwaƒ, zgodnie
z którà ka˝dy instrument finansowy zapewnia stop´
zwrotu równà stopie wolnej od ryzyka. Przyj´cie a prio-
ri za∏o˝enia o zerowym poziomie rynkowej ceny ryzy-
ka22 wydaje si´ jednak ma∏o realistyczne.

Wykresy 6 oraz 7 przedstawiajà rozk∏ady krótko-
terminowej stopy procentowej w mierze rzeczywistej
oraz w mierze wolnej od ryzyka, skonstruowane
na podstawie modeli Vasicka oraz CIR. Dla zobrazowa-
nia wp∏ywu wartoÊci parametru λ na wzajemne po∏o˝e-
nie oraz kszta∏t rozk∏adów obliczeƒ dokonano dla dni,
w których zanotowano niskà wartoÊç λ, jak równie˝ dla
dni, gdy poziom parametru by∏ wysoki. 

Niski poziom rynkowej ceny ryzyka sprawia, ˝e
rozk∏ady stóp procentowych w mierze neutralnej
wzgl´dem ryzyka zasadniczo nie ró˝nià si´ od rozk∏a-
dów w mierze rzeczywistej. W∏asnoÊç ta jest niezale˝-
na od horyzontu prognozy – dotyczy zarówno rozk∏a-
dów warunkowych, jak i bezwarunkowych.

Wysoki poziom rynkowej ceny ryzyka niesie kon-
sekwencje w postaci znacznych ró˝nic pomi´dzy roz-
k∏adami w obu miarach prawdopodobieƒstwa. W mo-
delu Vasička, zgodnie z wczeÊniejszymi uwagami, roz-
k∏ad w mierze neutralnej wzgl´dem ryzyka ró˝ni si´
od rozk∏adu w mierze rzeczywistej jedynie wartoÊcià
oczekiwanà. Rozk∏ady sà wzgl´dem siebie przesuni´te,
jednak nie ró˝nià si´ wariancjà. W modelu CIR nato-
miast zmiana kszta∏tu rozk∏adu jest wynikiem transfor-
macji zarówno wartoÊci oczekiwanej, jak i wariancji
procesu. Prawid∏owoÊci te sà obserwowane zarówno
w przypadku rozk∏adów warunkowych, jak i bezwa-
runkowych.

Podsumowanie

Przedstawione wyniki badaƒ sk∏aniajà do sformu∏owa-
nia czterech podstawowych wniosków. Po pierwsze,
stochastyczne równania ró˝niczkowe, stanowiàce fun-
dament obu analizowanych modeli, poprawnie oddajà
zachowanie krótkoterminowej stopy procentowej.
Wniosek ten – paradoksalnie – wydaje si´ s∏uszny rów-

nie˝ wówczas, gdy obserwowane jest pogorszenie staty-
stycznych w∏asnoÊci oszacowaƒ. Zjawisko to jest istot-
ne z punktu widzenia analizy wydarzeƒ na rynku. In-
formuje bowiem o dzia∏aniu czynników zak∏ócajàcych
efekt „powrotu do Êredniej”, powodujàcych kszta∏to-
wanie si´ trendów krótkoterminowej stopy procento-
wej. Co istotne, oszacowania parametrów obu modeli
sà podobne. Dzieje si´ tak mimo zastosowania do esty-
macji wspó∏czynników ró˝nych metod. W konsekwen-
cji, krzywe dyskontowe, generowane na podstawie mo-
deli, sà niemal identyczne.

Po drugie, szczególnie interesujàcà w∏asnoÊcià mo-
deli okaza∏a si´ mo˝liwoÊç uzyskania oszacowaƒ ryn-
kowej ceny ryzyka. Analiza ewolucji tego czynnika
na tle wydarzeƒ na rynku obligacji pozwala na popraw-
nà identyfikacj´ okresów, w których zachowania inwe-
storów cechowa∏a wzmo˝ona awersja do ryzyka.

Po trzecie, rozwa˝ane modele nie wydajà si´ przy-
datne do wyceny instrumentów finansowych. Przyczy-
nà tego jest efekt „sp∏aszczenia” krzywych dyskonto-
wych, w wyniku którego ceny obligacji o stosunkowo
bliskich terminach zapadalnoÊci sà systematycznie za-
wy˝ane, natomiast ceny obligacji o stosunkowo odle-
g∏ych terminach zapadalnoÊci – systematycznie zani˝a-
ne23. Geneza tego zjawiska nie jest jasna. Wydaje si´, ˝e
mo˝e mieç ono zwiàzek z – na ogó∏ – bardzo szybkim
efektem zbie˝noÊci warunkowych rozk∏adów stopy
krótkoterminowej w kierunku postaci bezwarunkowej.

Po czwarte, potencjalnie u˝yteczna jest mo˝liwoÊç
konstrukcji rozk∏adów krótkoterminowej stopy procen-
towej. Jak podkreÊlono, projekcji takich nie nale˝y jed-
nak interpretowaç jako obrazu oczekiwaƒ rynkowych,
a raczej jako przybli˝one prognozy kszta∏towania si´
przysz∏ych stóp krótkoterminowych, formu∏owane
na podstawie danych historycznych.

Wydaje si´, ˝e w celu zniesienia podstawowych
ograniczeƒ modeli Vasička oraz CIR konieczne jest pod-
j´cie badaƒ wieloczynnikowych modeli terminowej
struktury stóp procentowych.
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